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Security analysis of Modbus RTU

E. ADAMKO, G. JAKABOCZKI

University of Debrecen, adamko.eva@eng.unideb.hu
University of Debrecen, jakaboczkigabor@gmail.com

Abstract. SCADA, CIS, ICS and similar Modbus based systems were always the target of many types of
attacks, but during the last decades because of the fast spread of the internet, these systems become much
more vulnerable. This paper raises questions about the security of the Modbus RTU.

Introduction

Talking about smart homes, smart buildings, intelligent facilities, internet of things the following
questions arisen in us:

Is SCADA or similar systems secure enough?

Which part of that systems is the more vulnerable?

Is there any solution to protect the communication channel?

If there are vulnerabilities in the communication, is it able to cause serious problems?
If it can, how serious is the damage?

Global Solar Radlation
RS485 /| TCP/IP Data Concentrator
Converter Client
Integrated Meteorological
Station

ZigBee | TCP/IP Data Concentrator
Wireless Sensor Network Gateway Client

Heat Flow Meter

Gas Flow Meter E“'“‘”""Sr:tgfammt
Thermal Zone Occupacy

Heat Pump System with Data Concentrator
Energy Storage Client
Data Concentrator’ Data Analysis and Visualization
Rotatable solar cells Client

Figure 1. An example system. (SCADA system of the BMRC in University of Debrecen)
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Data Cancentrator
Client

On the next pages we will try to answer these questions, but the aim of this case study is not to

analyse the SCADA or similar systems vulnerabilities part by part in detail, but to investigate

one part of it, which part is the communication protocol, and search successful or unsuccessful

attacks against it. In this article, we focus on the MODBUS communication protocol because it is
5
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a widespread communication standard in the particular field and 22% of the communication
protocols used in these types of networks is Modbus.

1 Modbus serial place in the OSI/ISO model

The Modbus serial protocol is a Master-Slave protocol, taking place in the Data link layer of the
OSI/ISO model. It is a request-reply protocol, typically one node, the Master, requests the
transmission of data from the Slave devices. Usually the Slave nodes do not initiate the
communication with the Master or with other Slaves. On the seventh layer of the 0SI/ISO model
the Modbus Application layer provides server-client communication. On the Modbus serial line
the Masters act as clients and the Slaves as servers.

Layer [SO/0SI Model Modbus
7 Application MODBUS protocol Application
6 Presentation
5 Session
4 Transport
3 Network
2 Data Link MODBUS Serial Line
Protocol
1 Physical ANSI/TIA/EIA-485-A-
1998

Table 1. The 1SO/0SI model and the Modbus protocol.
2 The physical layer

As one of the most widespread serial communication protocols, Modbus serial usually use the
ANSI/TIA/EIA-485-A-1998 standard (also known as RS485) as the physical communication
layer.

Because the Master-Slave hierarchy of the Modbus protocol, the RS485 standard used in half-
duplex mode, mainly with the two-wire configuration
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3 The Master-Slave principle

On the Modbus serial line several Slaves can be connected, but only one Master at a time. Every
Slave must have a unique address, only the Master can communicate successfully without it. As
the Master initiates the communication, the Slave acknowledges the request and send back the
required data. The Master device can issue these requests in either unicast (one slave) or
broadcast (all slave nodes) modes. Upon receiving a broadcast message the Slaves do not send

reply.

Master
D
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Figure 2. Typical Master-Slave configuration on RS485 serial network. Note the resistors.

4 The architecture of the Modbus serial frame

The Protocol Data Unit (PDU) of the Modbus protocol is simple and independent from the
underlying layers. It is composed of a Function code that determines the action to be taken with
the following Data segment. On the serial line the PDU is encapsulated in a frame that contains
an address field and an error check part. The address field in the beginning of the frame is an
address of a Slave (the target in unicast mode requests, or the origin if it is a reply of a slave) and
the error check part is a CRC or LRC byte pair.

There are two coding methods to use, the ASCII where the data (and the entire frame) is sent in
characters, or the RTU (Remote Terminal Unit) where the frame is composed of hexadecimal
characters. The latter is the default, and its data throughput is greater than the ASCII method
(due to character density).
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5 Usage of Modbus serial

As the second biggest de facto standard in industrial applications (22%, Profibus 28% as of
2010) the Modbus serial protocol is widespread. Countless applications are known, like end
point devices (intelligent actuators, sensors), data acquisition and control devices (PLCs,
embedded controllers), on site control, monitoring and data presentation devices (industrial
computers, HMIs and various displays) or servers and databanks.

[' Mdhi a iatemi between ]

T

Figure 3. Attack-tree of Modbus RTU

6 The weaknesses of Modbus serial

On Figure 3. you can see the weaknesses of the Modbus serial protocol with the help of an
attack-tree. Attack tree method is a common method for identifying vulnerabilities in
communication protocols. As you can see the most obvious weakness of the protocol is the lack
of built in security measures. There is no means of identifying a device on the bus, if we do not
anticipate its presence. There is no built in command to discover connected devices or to verify
their authenticity. And foremost the Master nodes do not have to have address, and can
communicate over the bus without one. Another weakness is that the messages transmit over
the medium without any encryption, in a simple and clear text format and can be read without
decoding. In an imagined scenario, if an attacker successfully insert a transceiver device between
two nodes, it can monitor, disrupt and modify the communication or compromise it entirely. So,
we can declare -without any detailed analysis of the protocol- that several serious security
breaches found in the communication through Modbus. Finally, we distinguished three levels of
protection in the attack tree, these are external physical, internal physical and algorithmic level
of protection. We do not deal with physical protection levels for obvious reasons our aim is to
give proper solution on the algorithmic level of protection to get a safer and more resistant
system. According to the attack tree the three event that can occur are the next:

e Ifthe attacker is only watch the communication, its presence cannot be identified.
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¢ Noidentification, anyone can pretend to be a master or a slave.

¢ The communication channel is easily overloaded.

7 Successful attacks

7.1 Attack against Modbus TCP protocol based systems

e 1982

In 1982 a part of the Trans-Siberian gas pipeline destroyed because of a Trojan virus got into its
SCADA system. The explosion was equivalent with a three kilotons of TNT.

e 2003

In 2003 a US hydroelectric power plant decoy system lost all control because of a hacker group
called APT1. In 2003 seven American states needed the work properly without electricity
because of a malware destroyed some CIS. The blackout caused many damage, among other
serious things, people died because of it.

e 2013

In 2013 two American cyber security experts took over the control of an oil rig. It could have
been cause serious environmental disaster. The above listed events only a tiny part of the known
attacks, and most of them happened because these SCADA, CIS and ICS had somehow linked to
the internet. Several publications and researches investigate the vulnerabilities of internet
linked SCADA systems, or in other words Modbus TCP based SCADA systems - as it mentioned
before -, and of course several solution exists. Nevertheless these solution focus on to protect
SCADA systems from attacker who come from the internet.

7.2 Attack against Modbus RTU protocol based systems

e 2010

From 2010 a malware called Stuxnet systematically destroyed a fifth of Iran’s nuclear
centrifuges by causing them to spin out of control. When the malware installed on a SCADA

system it is able to access, read, write, and delete code blocks ofll@s. It infects USB drives, and then
spread like a common flu, that is why the solutidimst secure against MODBUS/TCP did not work irs thi
particular case.

e 2011

In 2011 McAfee reported that several of its customers (mainly corporations in the energy
business) got hit by a series of attacks from Chinese origin. The primary goal of the attacks was
not to disrupt or to cause damage, but to gather information on the affected companies SCADA
network structure (and possible exploitable weaknesses).
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e 2013

In 2013 two ICS expert compromised multiple industrial facilities through radio frequency
channel. They took access over temperature sensors, and was able to falsify the real data. The
ICS-CERT (Industrial Control Systems Cyber Emergency Response Team) monitoring report of
2013 states that in the first half of that year they discerned more than 200 attacks that targeted
ICS systems. In their 2013 presentation at the 30th Chaos Communication Congress, the SCADA
Strangelove team reported their findings about the vulnerabilities of several industrial protocols
including Modbus. They exploited “zero day” bugs and took over entire networks within the
matter of hours. When a viewer asked after the presentation if the team could take over nuclear
plants or similar networks the presenters stated: “It would be better to answer that question
backstage, in private.”

8 Conclusion

We come to the point to answer the questions of the introduction section. The answer for the
first question is clearly no, we can say it because in the previous section lot of successful attacks
were presented, and these cases are only the top of the iceberg. Answering to the second
question in the absence of a thorough investigation may seem to be guesswork, but it can be said
that every system - consisting any types of devices - depends on the underlying communication
channel. That is the reason, why we choose the Modbus protocol as the main topic of this paper.
As you can read in the previous sections there are several possible solution to make Modbus PLC
communication more secure, but there are not any solution (or not cryptographically secure
solution) for Modbus RTU. Modbus communication protocols are backbones of SCADA and CIS
systems, which responsible for critical tasks, so ruin such systems can cause not only enormous
material damage, but can costs lives.

9 Future work

After investigating these cases we can say, that a proper solution is needed to make
communication over Modbus RTU secure, and make SCADA systems more reliable, from this
point of view too. In the next months we plan to design a secure and cryptographically correct
communication protocol on the Modbus RTU standard and implement on AVR microcontrollers.

10
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Application of Regression Models for Standard
Time Calculation in Manufacturing Process Control

I. Kocsis

University of Debrecen, kocsisi@eng.unideb.hu

Abstract. As an element of the scientific management, time and motion study is a business efficiency
technique. Time study aims to establish standard times, while motion study is a technique for improving
work methods, the combination of them constitutes a basic engineering tool in work system analysis and
improvement. Time requirement of tasks can be measured, calculated from technological data, or
estimated with statistical analysis on the basis of historical time data related to basic operations. A tool in
the analysis is the establishment of a regression model to find the connection between the technological
parameters, the geometrical, physical parameters of the part and the time requirement of a manufacturing
operation. In REFA methodology one variable regression is used generally for time calculation. In this
paper an industrial example is presented and application of multiple regression models is posed.

Introduction

Time study is a direct and continuous observation of a task, recording the time taken to
accomplish a task. Time study historically used in the manufacturing industry to evolve pay
scales, today it is used for performance evaluations, planning and time cost analysis. Its objective
is to determine a standard time for a job by using observers to record exactly how much time is

being devoted to each task.

Time study defined as "a work measurement technique consisting of careful time measurement of
the task with a time measuring instrument, adjusted for any observed variance from normal effort
or pace and to allow adequate time for such items as foreign elements, unavoidable or machine
delays, rest to overcome fatigue, and personal needs.”" (Industrial Engineering Terminology
Standard [1].)

Elemental time data establishes standards based on previously completed time studies, stored in
an organization’s database. At its most basic level time studies involved breaking down each job
into component parts, timing each part and rearranging the parts into the most efficient method

of working.

The main steps of a direct time study procedure: define the standard method, divide the task
into work elements, time the work elements to obtain the observed time for the task, evaluate
the worker’s pace relative to standard performance (performance rating) to determine the
normal time, apply an allowance to the normal time to compute the standard time.

12
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A comprehensive time study consists of study goal setting; experimental design; time data
collection; data analysis; reporting. Well-known quantities used in time studies:

Actual time is the time a particular employee actually takes to perform a particular job
operation.

Cycle Time (worker/machine) is the total time required to complete one cycle of an operation.

Performance rating factor is a subjective estimate of a worker’s pace relative to a normal work

pace.

Normal time is the time needed to complete on operation by an employee working at 100%
efficiency having no delays.

Normal time = Mean observed time x Performance rating factor / 100

Allowance factor is the amount of time allowed for personal, fatigue, and unavoidable delays. It
represents time lost due to personal factors, shift adjustments, improper equipment, fatigue, and
related issues taking into consideration personal factors as well as unavoidable constraints
encountered in the work situation.

Standard time is the time needed to complete on operation by an employee working at 100%
efficiency with unavoidable delays.

Standard time = Normal time - Allowance time
or
Standard time = Normal time x Allowance factor

Standard time is used in costing the labour component of products; tracking employee
performance; scheduling and planning required resources.

In order to assign a defined process time all possible work activities are measured and
documented, process times are established for the single operations in the manufacturing
process.

Most techniques for determining standardized process time have been developed under the
assumption that products are processed continuously and repeatedly in a repetitive
manufacturing process [2]. There are manufacturing companies where the high variability
between the single projects results in a very low repetition frequency of similar or equal
elements, therefore these companies are not able to install a solid production planning and
control. The estimation of man-hours required to operations is frequently based on the
experience of single personnel staff, so estimation of precise process times and reliable time
scheduling is difficult and costly to define.

Firms need an individual instrument or methodology for determination of manufacturing
process times. REFA gives suggestion about how this time determination could be successfully
applied where products and components are changing often from project to project [3].

13
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REFA-methodology [4] describes three generally applicable ways for the determination of
standardized process times:

¢ calculation of process times through mathematical functions;

e comparison through historical data and product information in the archive (suitable only for
repetitive products or similar products);

¢ estimation of production times by experienced personnel.

It is possible to generate in a systematical and structured way a process library and the
associated manufacturing sequence for every component processed in the manufacturing
workshop.

1 Standard time calculation in aircraft cabin element production

In this study the Time Management System of Diehl Aircabin Hungary Kft, a part of the Diehl
Production System, is investigated. Diehl Aerosystems, a leading partner for aircraft cabin design
and integration as well as first tier supplier for avionics solutions. Diehl Aircabin Hungary Kft.
operates as a subsidiary of Diehl Aircabin, based in Laupheim, Germany, one of currently four
operating units under the Diehl Aerosystems umbrella.

The main characteristics of the aircraft cabin element production in Diehl Aircabin Hungary Kft:

¢ high quality requirements (aircraft manufacturing standards, Diehl Production System);
e high variability of the size and geometry of products;

e frequently changing products (small batch production);

* high rate of manual work;

* high variability of time requirement of operations (from a few minutes to several hours);
e high productivity requirements.

Because of high variability of products and high rate of manual work the standard time
calculation has crucial role in manufacturing processes planning and control. In time
management the REFA methodology is used.

The REFA-methodology is an industrial proven instrument for time determination in repetitive
manufacturing processes that gives a general overview how process times can be determined.
REFA gives suggestions about how this time determination could be successfully applied where
products and components are changing often from project to project.

In repetitive manufacturing production is generally paced at a certain takt time. When the
variance of manufacturing times is high the estimation of precise process times becomes difficult
and costly. Human workers have varying physical, mental, and emotional conditions and work
under varying environmental circumstances. This variety makes standardized process times
extremely difficult to determine. Other factors influencing the accuracy of determined process
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times could be the operator specificity and qualification; the firm-level or operator-level
experience; environmental conditions; and the technology used.

Figure 1. Air duct for an Airbus air conditioning system.

Determination of manufacturing times and scheduling of the production need customized
approach, the standardized process times have to be defined on the basis of suitable parameters
or characteristics. REFA-methodology describes three generally applicable ways for the
determination of standardized process times:

e calculation of process times through mathematical functions;

e comparison through historical data and product information in the archive (suitable only for
repetitive products or similar products);

¢ estimation of production times by experienced personnel.

Process time includes all the needed activities for determined manufacturing activity. The three
different process time categories:

e parameterizable process times (calculate),
e categorizable process times (compare),
¢ non-definable process times (estimate/measure).

For calculation of the standard times for new products a database of the time requirements of
the standard job elements is being built and connections between the parameters of the product
(part) and the time of operations are analyzed.

In the bonding process the length of bonding line is the most influential parameter. The mapping
between the length of bonding line and time requirement is analyzed and regression functions
are determined for the operations. Table 1 shows the time requirement of three operations of
bonding as a function of the length of bonding line (data refer seven different parts).

Length of bonding line (mm)

Time requirement (min) | 500 | 750 | 1000 | 1100 | 1300 | 1400 | 3000
apply adhesive 1.212(2.172|1.272|1.716 | 2.076 | 1.875 | 4.176
apply / remove clips 1.109 | 1.116 | 1.344 | 1.311 | 2.940 | 1.472 | 1.068
remove needless adhesive | 1.092 | 0.794 | 1.035 | 0.219 | 0.840 | 0.552 | 3.156

Table 1. Time requirement vs. Length of bonding line.
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The analysis is currently based on a one variable linear or non-linear regression model.
Regression functions regarding the standard elementary operations, got from the regression
analysis of measured data, are gathered in software and used for the estimation of standard
times for production planning of the new products.

In Figure 2 linear regression functions are presented for the time requirement of three above
mentioned operations (see Table 1).
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—— Linearis (Kleber auftragen)

3000 - —Linedris (Fixklammern anbringen/entfernen) -

Linearis (Kleber enfernen)

2.500
* /
2.000

1.500 =
— . v =
L [ ]

1.000

0.500

0.000
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Figure 2. Linear regression functions.

2 Application of multiple regression

The goal of the ongoing research project is to determine further variables influencing the time
requirement of operations, and to apply linear, non-linear or non-parametric multiple
regression models for estimation of standard times.

Possible parameters for calculation of standard time of bonding are
* the length of the bonding line;
¢ the diameter of the part (maximum distance between the points of the part);

e surface area of the part;

furthermore some parameters characterizing the complexity of the bonding line (curve), namely

* the ratio of non-straight curve segments in the total bonding length ;
e the ratio of segments different from straight line and circle in the total bonding length;

e the ratio of non-plane curve segments in the total bonding length.
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Figure 3. Parameters for a multiple regression model.
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Az egyensuly feltételeinek meghatarozasa
geometriai és algebrai modszerekkel a legfeljebb
hat erdt tartalmazo er6érendszerekben

LAMER G.

University of Debrecen, glamer@eng.unideb.hu

Abstract. The conditions of equilibrium of forces can be formulated that the resulting force and resulting
moment equivalent to zeros. At the same time the conditions of equilibrium of system containing at most
six forces can be formulated as geometrically or algebraically relations: let belong the lines of action of
forces to a subspace of three dimensional Euclid space, or let exist nontrivial solutions of the six
homogeneous equation of equilibrium wrote down by Pliicker-coordinates. In the paper we give a
systematically survey the conditions of equilibrium of system containing at most six forces using
geometric and/or algebraic method.

Key words. Erck egyensilya, az egyensilyi egyenletek Pliicker-féle koordindtiban, az egyensuly
geometriai feltételei

Bevezetés

A statika axiomai kozott taldljuk a két erd egyensulyara vonatkozd feltételt (1asd pl. Cholnoky p.
47.): két er6 akkor van egyensulyban, ha a két er6 egy egyenesbe esik, a két eré nagysaga azonos,
a két er6 értelme ellentétes. A statikdra vonatkozd axiémarendszerek egyike (lasd pl. Cholnoky
pp. 47-51) tartalmazza a harom erére vonatkoz6 (egyik) egyensulyi dllapot feltételét (pp. 48-49,
uo.): harom er6 akkor van egyensulyban, ha a hdrom eré egy sikba esik, a hdrom eré hatasvonala
egy (végesben 1év6) pontban metszi egymas, a harom er6 zart nyilfolytonos erépoligont alkot.

Megjegyzések. 1. Metszéspont alatt rendszerint egy végesben 1évé pontot szokas érteni. Ha a
harom hatasvonal egy végtelen tavoli pontban metszi egymast, azaz parhuzamosak, a fenti meg-
fogalmazas sziikséges, de nem elégséges: a sziikségességhez hozzatartozik, hogy az eréknek a
hatdsvonalakat tartalmaz6 sikra mer6leges egyenesre vett nyomatékosszege is legyen zérus. 2.
Ha a statika axiomai kozé két egyensulyi er6rendszer dsszegére vonatkoz6 allitast vesszik fel,
akkor a harom er6 egyensulyara vonatkozé (fenti) allitas tétellé valik.

A két, illetve harom erd egyensulyara vonatkoz6 allitas altaldnositasa két iranyba torténhet. Egy-
részt azt hasznalhatjuk ki, hogy az erék hatasvonalai egy pontban metszik egymast, azaz, hogy
centralisak, vagy azt, hogy a hatdsvonalak a haromdimenzids tér egy egy-, illetve egy
kétdimenzios alterébe esnek.
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Centralisnak tekintve az erdket, a két, illetve harom erd egyensulyara vonatkozé Aallitas
megfogalmazhaté geometriai formaban, egy-egy szimplexre vonatkozo allitdsként. Messe
egymast két, illetve hdrom er$ hatdsvonala egy (végesben 1év$) pontban. A metszéspontbol
mérjuk fel a két, illetve harom erét. Tekintsiik a két, illetve harom er6 végpontjai alkotta egy-,
illetve kétdimenzios szimplexet (szakaszt, illetve haromszoget)! Ha az egy-, illetve kétdimenzids
szimplex sulypontja egybeesik az er6k hatasvonalainak metszéspontjaval, akkor az erdék
egyensulyban vannak. Az allitas kiterjeszthetd tetsz6leges (n + 1) erének az n-dimenzios térben
elfoglalt helyzetére, illetve annak haromdimenziés térbe, vagy a kétdimenzids sikba vald
vetiiletére (lasd Lamer 2012 és 2014).

A tér egy egy-, illetve egy kétdimenzids alterébe esé két, illetve hdrom er6 egyensulyara vonat-
koz6 allitasboél azt a részt emeljiik ki, hogy az er6k hatasvonalai, mint geometriai objektumok
egymashoz kotottek, egy geometriai objektumhoz tartoznak, azaz a hatadsvonalakat leir6 egyen-
letek kozott kapcsolat all fonn. Ez a kapcsolat az er6rendszer nyomatéki nullegyeneseivel fogal-
mazhat6é meg: azok az egyenesek, amelyre nézve az erérendszert alkoté minden erd egyiittesen
nulla nyomatékot ad. Ezeknek az egyeneseknek a vizsgalata megmutatja, hogy az erdk
hatdsvonalai milyen geometriai objektumhoz tartoznak. Kizarva az elfajulé eseteket, kitér6
hatasvonalak esetén a XIX. sz-i vizsgalatok arra az eredményre jutottak (els6sorban Mobius,
Darboux és Szomov jarultak hozza az eredményekhez, lasd Appell pp. 159-163), hogy négy erd
hatasvonala egy vonalfeliilethez (egykopenyli hiperboloidhoz, vagy egy hiperbolikus
paraboloidhoz), 6t er6 hatasvonala egy linearis kongruencidhoz, hat eré hatasvonala egy linearis
komplexushoz tartozik (lasd pl. Appell pp. 159-163, Strommer pp. 174-176).

1. Az egyensuly szlikséges és elégséges feltételei

Egy er6rendszer mindig redukalhaté a tér egy pontjdhoz kotott eredd er6 (R) és eredd erSpar
(M) egylittesére. Ezzel a két fogalommal az er6rendszer osztalyozhaté (Lasd pl. Appel pp. 39,
CHOLNOKY pp. 387-398):

- R#0ésM#0: ered6 dinam,

R#0ésM=0:eredé erd.

R =0 ésM # 0: ered6 nyomaték.
- R=0ésM=0: egyensuly.

Az egyensuly sziikség és elégséges feltétele, hogy az eredd er6 és az eredé nyomaték valjon zé-
russa. A feltételeket kiilonb6z6 formaban fogalmazhatjuk meg. Rendszerint az eredd erét és az
ered6 nyomatékot vektorként allitjuk eld, és a komponenseinek eltlinését koveteljiik meg.

Ebben a dolgozatban az egyenstly sziikséges és elégséges feltételeit az egyenes vonalkoordinatai
segitségével fogalmazzuk meg. Legyen adott egy egyenesen egy egységnyi hossziisagu szakasz!
Az egységnyi hosszisdgli szakasznak a harom tengelyre vett vetiiletét jeldlje o, aqy,a, az

egységnyi hosszlisagu szakasznak a harom tengelyre vett nyomatékat jeldlje 3, 8, G- Az a., a,a;
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és B[, 5. mennyiségek az egyenes Pliicker-féle koordinatai (Strommer pp. 363-365). Fennallnak
kozottiik az alabbi dsszefliggések:

al + ay2 +a=1; axPx + oyfy + azff; = 0. (1)

Ez elsd Osszefliggés azt jelenti, hogy a harom a,a,,a, iranykoszinusz koziil legalabb egy nem
zérus. A masodik 0sszefliggés azt jelenti, hogy az a,,a),a, irdnykoszinuszokbdl alkotott vektor és
a Bx By, Bz nyomatékkoordinatakbdl alkotott vektor egymdasra merdleges. Ha a szakaszt hordoz6
egyenes szeli valamelyik koordinatavonalat, akkor az arra vett nyomaték zérus. Ebbdl az is
kovetkezik, hogy lehetséges olyan eset is, amikor mindharom nyomatékkoordinata zérus: a
szakaszt hordozé egyenes athalad a koordinatarendszer kezd6pontjan.

Legyen adott n erd! Az er6ket adjuk meg az er6k hatasvonalainak a Pliicker-féle koordinatajaval
(lasd pl. Appel pp. 162, Strommer pp. 365-366)), valamint az erd nagysagaval, amit F;-vel
jeloliink. Ekkor az er6k egyensulyara vonatkozoé feltételek, az eredd erd és eredd nyomaték
legyen zérus, az alabbi hat (skalar)egyenlettel adhaté meg (14sd pl. Appel pp. 162):

zitlaXiFi =0, ZinzlayiFi =0, ZinzlaziFi =0,
Zinngxi I:i :O’ zinzlﬁyiFi = O, zinzllBZiFi =0

Vizsgaljuk meg a (2) egyenletrendszert az erék egy egyedi elrendezésére! A centralis er6k esetén

(2)

a koordinatarendszer kezddpontjat valaszthatjuk a centrumnak. Ekkor az er6rendszer
leirdsdban szerepl6 0Osszes nyomatékkoordinata zérus, és a nyomatéki egyenletek
automatikusan teljesiilnek. Mivel a térben harom fiiggetlen irdny van, ezért négy, 6t és hat er6
esetén harom, tetsz6legesen kivalasztott erével a tobbi, azaz rendre egy, kettd, illetve hdrom erd
egyensulyozhatd. Azaz centralis erdk esetén egy, kettd és harom er6 egyensulyara nézve kell
feltételeket felallitani. A fentieket figyelembe véve, az altalanossag megsértése nélkiil, a centralis
erdket kizarhatjuk a vizsgalatokbdl (kiilondsen, ha az er6k szama 4, 5 vagy 6). Azaz (1) alapjan
az iranykoszinuszok koziil legalabb egy, a centrdlis er6k kizarasa kovetkeztében a
nyomatékkoordinatak koziil legalabb egy nem zérus.

Tekintsiik a (2) egyenletrendszert tetszdleges (kitérd, vagy legalabbis szétszort) er6k esetén!
Hatndl tobb erd esetén az n er6bdl tetszélegesen kivalasztva hat erét, ez a hat er6 kifejezhet6 a
tobbi, azaz az (n - 6) er6vel. Ebben az esetben a hat erére nézve az egyenletrendszer inhomogén.
Az egyenletrendszert tobbnyire algebrai moddszerekkel oldjuk meg. Az egyértelmi
megoldhatésagnak, azaz az egyensuly fennallasanak feltétele van, nevezetesen, hogy az
egyenletrendszer egyiitthaté matrixdnak a determindnsa legyen zérust6l eltéré. Ha ugy
valasztottunk meg hat er6t, hogy az egyensulyi egyenletekben az egyiitthatomatrix
determinansa zérustdl killonb6z6, akkor az erék nagysagat paramétereknek tekintve a tobbi, az
(n - 6) erd tetszbleges elrendezése mellett mindig taldlhaté egyensulyozé erérendszer.

Masképpen 4all a helyzet legfeljebb hat erd esetén. Az egyensuly feltételeit magaba foglal6 (2)
egyenletrendszer homogén, linearis algebrai egyenletrendszer. Ennek okan trivialistol eltérd
megoldas csak akkor 1étezik, ha az egyenletrendszer matrixa determinansanak rangja megegye-

20



Conference on Problem-based Learning
in Engineering Education 29.10.2015

University of Debrecen
Faculty of Engineering

zik az oszlopok szdmaval. Ez a feltétel viszont a legfeljebb hat erét tartalmaz6 erérendszerben
szerepld erGkre nézve ir el korlatozo feltételeket. A korlatozoé feltételeket meghatarozhatjuk a
(2) egyenletrendszer algebrai megoldasaval, ezt fogjuk roviden algebrai modszernek tekinteni. A
korlatozd feltételeket megfogalmazhatjuk egyenesekre vett nyomatékok segitségével is.
Formalisan ez a valtozat is hat egyenletre vezet, amely algebrai mdédszerekkel is megoldhaté.
Ugyanakkor egy egyenesre vett nyomaték eltlinése megfogalmazhatd specialis, geometriai
formaban is: szelje a kivalasztott egyenes az dsszes erd hatasvonalat. Az egyensulyra vonatkoz6
feltételnek a minden er§ hatasvonaldn athaladd egyenes segitségével torténé meghatarozasat
fogjuk roviden geometriai modszernek tekinteni.

Megjegyzés. A fentebb roviden algebrainak nevezett mddszer sziikséges és elégséges feltétel
meghatarozasat teszi lehet6vé. A fentebb roviden geometriainak nevezett médszer sziikséges, de
nem elégséges: a hatasvonalakat szel6 egyenesekkel az er6knek a térbeli elrendezésre
vonatkozo6 ismeretek nyerhet6k, de az er6k nagysagara vonatkozé ismeret nem. Ugyanis az erék
nagysagatdl fliggetleniil fennallnak a nyomatéki egyenletek. Ezért a geometriai modszert az erék
hatdsvonalainak egymdéshoz viszonyitott helyzetének meghatdrozasdhoz hasznaljuk fel, a
sziikségesség igazoldsdhoz rendszerint az algebrai mddszert fogjuk alkalmazni.

2. Az egyensuly egy szlikséges feltétele

Egyensuly esetén az erérendszernek a tér barmely egyenesére vett eredé nyomatéka zérus. Egy
nem egyensulyi er6rendszerhez is tartozhat olyan egyenes, amelyre nézve az er6rendszernek az
eredd nyomatéka zérus. Ezt szokds nyomatéki nullvonalnak nevezni. Egy erérendszer nyomatéki
nullvonala lehet az az egyenes, amely atmegy minden er6 hatadsvonalan.

Ismert a kovetkez6 tétel: ha 1étezik egy olyan egyenes, amely egy n er6bol all6 egyenstlyi eré-
rendszer (n - 1) erejének hatasvonalan atmegy, akkor az az egyenes dtmegy az erérendszer n-dik
erd hatasvonalan is (lasd pl. Appell pp. 161, Lamer 2014). A tételre az Egyiivé tartozds tétele
néven fogunk hivatkozni. Ennek a tételnek a segitségével a legfeljebb hat erdbdl allo
erérendszerre vonatkozo egyensuly szilikséges feltétele geometriai formaban fogalmazhaté meg.

3. Egy er0 esete

Az egyensuly feltételeit egy erd esetén a kovetkezd hat egyenlet adja:
a,F=0, aF=0, aF=0,

BF =0, BF=0, BF=0. )

A hat egyenletben szerepl6 egyiitthatéra nézve fennall az (1) 6sszefiiggés. Ez biztositja, hogy az
ax, ay és a; kozil legalabb egy egytitthatd zérustdl kilonbozo legyen. Mivel kizarhato, hogy mind
a hat egytitthatok egyidejiileg zérus legyen, a (3) alatti hat homogén egyenlet akkor teljesiil, ha
az F értéke zérus. Tehat az egyensuly sziikséges és elégséges feltétele, hogy az F értéke legyen
zérus, masképpen fogalmazva, az erd nagysaga legyen zérus.
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Egy erd esetén az egyensuly sziikséges és elégséges feltétele csak és kizardlag az erd nagysagara
vonatkozik, ez utébbi viszonyt meghatarozza a nagysag abszolut értékét.

Megjegyzések. 1. Az allitas trividlis. Rendszerint egy er6 egyensulyardl nem is szoktunk beszélni.
2. Egy er6 esetén az Egyiivé tartozds tétele érdemben nem alkalmazhaté. Az erd hatasvonalat
szel6 minden egyenes, egyuttal maga a hatasvonal is, nyomatéki nullvonal. Ez az egyensuly
szlikséges, de nem elégséges feltétele. A sziikségességhez legalabb még egy, az erd hatasvonalara
nézve kitérd egyenesre vett nyomatékrél is meg kell kdvetelni, hogy zérus legyen.

4. Két ero esete

Az egyensuly feltétele két er6 esetén a kovetkezd hat egyenlet:
aF+a,F,=0, a,F,+a,F,=0, a,F+a,F =0,
B F + B, F,=0, ,BlyFl"',Bzsz: 0, B,F +B,F =0

A homogén egyenletrendszer egyértelmii megoldasanak feltétele, hogy legyen legaldbb két olyan

(4)

egyenlet, amely egylitthatomatrixanak determinansa zérus. Tekintsiik az

a,F+a,F,=0,
a, F+a,F,=0

(5)
egyenletrendszert! Az (1) dsszefiiggés alapjan kizarhat6, hogy az (5) egyenletrendszer 0sszes

egylitthatoja egyidejlileg zérus legyen. Egy nem csupa zérusbdl all6 masodrendli matrix
determinansa akkor lesz zérus, ha a métrix két oszlopa linearisan 0sszefiigg, azaz az ,egyik”

alx _ A aZx
a, | T|ay | )

alel+02xF2 = O'
a12F1+a22F2 = O

oszlop aranyos a ,,masik” oszloppal:

Ezt kovetden tekintsiik az

(7)

egyenletrendszert! Az (5) egyenletrendszer vizsgalatandl alkalmazott eljarast kovetve a nem
trivialis megoldas feltétele, hogy a két oszlop legyen aranyos:

alx - a2x 8
alz _’U a22 . ( )

Figyelemmel (6) 6sszefiiggésre (8) dsszefiiggés csak u = A feltétel mellett all fenn. Az iranykoszi-
nus fogalma miatt (lasd az (1) Osszefiiggést) a A ardnyossagi tényezd csak egy (illetve minusz
egy) lehet. Hasonl6 mddon lathatd be, hogy a masodik hatasvonal nyomatékkoordinatai aranyo-
sak az els6 hatdsvonal nyomatékkoordinataival. A kétféle aranyossagi tényezé megegyezik,

hiszen valaszthatjuk egyszerre a szakasz egyik iranykoszinuszat és a szakasz egyik
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nyomatékkoordinatajat is. Kovetkezésképpen a két egyenes Pliicker-féle koordinatai

megegyeznek.
Amennyiben az aiw = dow és a Biw = Bow (W = x,y,2), Ugy (4) egyenletrendszer csak az
F=-F, 9

feltétel mellett teljesiil. Szavakban megfogalmazva, a két eré egy egyenesbe esik, nagysaguk
egyenld, értelmiik ellentétes.

Két erd esetén az egyensuly sziikséges és elégséges feltétele vonatkozik egyrészt az erdk
egymashoz viszonyitott elhelyezkedésére (a két hatdsvonal egybeesik), masrészt a két er6nek
egymashoz viszonyitott nagysagara (azok megegyeznek), harmadrészt az er§ értelmére (azok
ellentétesek). A két utdbbi azt a tényt allapitja meg, hogy ha két er6 centralis elrendezésti, akkor
az eredd erejlik zérus. Az elsd feltétel megadja a hatasvonalak elrendezései koziil azokat, amely
esetén az egyes eréket a sajat hatasvonalan eltolva az egyensuly fenndll: a két hatasvonal
egybeesik.

Az egyensulynak a hatdsvonal elrendezésére vonatkozo sziikséges (de nem elégséges) feltétele
meghatarozhatd geometriai modszerrel is.

Szelje az egyik erd ei hatdsvonalat két kitéré egyenes! A metszéspontokat jeldlje A és B. Az
Egyiivé tartozds tétele értelmében két kitéré egyenesre nézve a masik erd akkor ad zérus
nyomatékot, ha annak e; hatasvonala szeli a két, egymasra nézve kitér6 egyenest. A
metszéspontokat jeldlje C és D. (A és C, valamint B és D legyenek egy-egy kitér6 egyenesen.) Az
ABC sik minden egyenese atmegy az elsé erd hatdsvonaldn, azaz az elsé er6re nézve zérus
nyomatékot ad, tehat ennek a siknak at kell haladnia a masik er6é hatasvonalan. Az ABC helyett
valaszthatndk az ABD, vagy az ACD, illetve a BCD sikot is, hasonld eredményre jutnank. Tehat
els6 1épésben megallapitottuk, hogy a két erd hatadsvonala egy sikban helyezkedik el. Most az
Egyiivé tartozds tételét az egyik erdt szeld, a két er6 hatasvonalai altal kifeszitett sikra meréleges
egyenesre alkalmazzuk. Ennek a koévetkezménye, hogy a két hatasvonalnak metszeni kell
egymast az imént értelmezett metszéspontban. Végiil tekintsiink egy, az egyik er6t a mar felvett
metszésponttol eltérd pontban szel6, a két erd hatdsvonala altal kifeszitett sikra merdleges
egyenest. Erre alkalmazva az Egyiivé tartozds tételét azt nyerjlk, hogy a két eré hatdsvonalanak
egybe kell esnie.

Mivel az Egyiivé tartozds tétele csak a nyomatéki egyensuly teljesiilését biztositja, ezért a vettleti
egyenletek teljesiiléséhez az er6k hosszdra vonatkozo feltételt kell kiréni. Kétféleképpen
jarhatunk el. Az egyik, hogy megkdveteljiik, hogy egy, a két egybeesd hatadsvonalra nézve kitérd
egyenesre vett nyomaték is legyen zérus. Ennek a kovetkezménye, hogy a két erd nagysaga
legyen egyenld, irdnyuk ellentétes. A masodik, hogy eleve azt tételezziik fel - a (4)
egyenletrendszer els6é harom egyenlete alapjan -, hogy a két erd vektorialis Osszege zérus. Ez
éppen azt jelenti, hogy allasuk és nagysaguk azonos, irdnyuk ellentétes.
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5. Harom ero esete

Az egyensuly feltételét hArom erd esetén a kovetkezd hat egyenlet fejezi ki:
aFra,Fta,F,=0, aF+a,FraF =0 aFrafF traf 70
BuFi+ BoFot BaFs=0, ByF B3 F+BF =0, BFtBF+#BF 50

El6szor tekintsiik az els6 harom egyenletet! Ennek a homogén egyenletrendszernek egyértelmii

(10)

megoldasanak feltétele, hogy az egyenlet egyiitthatomatrixanak determinansa legyen zérus. (Az
(1) osszefiiggés alapjan kizarhat6, hogy minden irdnykoszinusz egyidejlileg zérus legyen.) Egy
nem csak zérus komponensekbdl all6 harmadrendd matrix determinansa akkor lesz zérus, ha a
matrix egyik oszlopa a masik két oszlopaval linearisan 6sszefligg, pl. a harmadik oszlop az els6
kett6 linearis kombinaci6jaként allithat6 elé:

a, o 2EN
May |+u|ay |=| ay |, (11)
alz a22 aSZ
ha két,
aiy '
Alay, |=]a, | (12)
alz a2z
vagy ha mind a harom oszlop aranyos egymassal:
a, ' 2EN
Alay |=H|a,, |=|ay | (13)
alz a2z a3z

A (11) Osszefiiggés azt jelenti, hogy a harmadik hatdsvonal iranyvektora a két masik hatasvonal
irdnyvektorainak linearis kombinaciéjaként all el6. Ebbdl az kovetkezik, hogy ha a harom hatas-
vonal irdnyvektorait egy pontba toljuk el, akkor azok egy sikban vannak. Ez csak gy lehetséges,
ha a harom hatasvonal egymdssal parhuzamos sikokban helyezkedik el. Most tekintsiik harom
tovabbi, a (10) egyenletrendszerbdl kivalaszthatd kiilonbozd egyenletrendszert! Az els6 két
egyenlethez csatoljuk hozza a 4., az 5., illetve a 6. egyenletet. Ekkor a harom-harom homogén
egyenletbdl all6 egyenletrendszer egylitthatomatrixa determinansanak eltinésébdl az kovetke-
zik, hogy fennallnak a (11)-zel analég linearis 0sszefiiggések:

alx a2x an
A Oy | T Ooy | =0y |, (W=XY,2). (14)

ﬂlw IBZW ﬂ:wv

A (11) 6sszefliggés miatt (14) csak gy teljesiilhet, ha
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A=A, és y,=p  W=xyz) (15)

E szerint a harmadik erd hatasvonalanak iranykoszinuszai és a nyomatékkoordinatai az els6 két
erd hatasvonala irdnykoszinuszainak, illetve nyomatékkoordinatdinak linearis kombinaciéja.
Ebb6l nem csak az kovetkezik, hogy az iranyvektorok, egy pontbol felmérve, egy sikban vannak,
hanem az is, hogy a harom hatdsvonal egy sikban fekszik, és egy pontban metszi egymast. Az
allitas bizonyitadsahoz elegend6 az aldbbi azonossagsort felirni:

B,=rxa,=r x(Ao,+ o) = Ar xa + ur xa,= Ap + 4P , (16)

Az «; és B; (i = 1,2,3) vektorokba az i-edik hatasvonal irdnykoszinuszait és nyomatékkoordinatait
foglaltuk dssze.

A (10) egyenletrendszer (11) feltétel melletti vizsgalata azt mutatja, hogy harom eré akkor van
egyensulyban, ha a harom eré egy sikban van, hatdsvonaluk egy pontban metszi egymast, és az
erdk vektorialis 0sszege zérus.

A (12) osszefliggés azt jelenti, hogy a harom hatasvonalbdl kettének az irdnyvektora egybeesik,
azaz ez a két hatdsvonal parhuzamos. Ebb6l az is kovetkezik, hogy A csak egy lehet. Hasonl6an
ahhoz, ahogyan a linearis kombinaci6 esetén eljartunk, tekintstink harom kiilénb6z6 egyenlet-
rendszert! Az els6 két egyenlethez hozzacsatoljuk a 4., az 5., illetve a 6. egyenletet. Ekkor a
harom homogén egyenletb8l 4all6 egyenletrendszer egyiitthatomatrixa determinansanak
eltlinésébdl az kovetkezik, hogy fennallnak a (12)-vel anal6g linearis 6sszefiiggések:

alx a2x
A @y |=| 0y |, (W=X,Y,2). a7
ﬁlw ﬂZ\N

A (12) 6sszefiiggés miatt (17) csak ugy teljesiilhet, ha

A, =A=1  (wW=x,y,z). (18)
E szerint a két parhuzamos hatasvonal egybe kell, hogy essen.
A (10) egyenletrendszer (12) feltétel mellett a harom erd esetét visszavezettiik a két erd esetére.

A (13) 6sszefiiggés azt jelenti, hogy a hdrom hatdsvonal irdnyvektora egybeesik, maguk a hatas-
vonalak parhuzamosak. Ebbél az is kovetkezik, hogy A és u csak egy lehet. A linearis kombinacio
esetén alkalmazott fogas szerint tekintsiink harom kiilonb6zé egyenletrendszert! Az elsé két
egyenlethez hozzacsatoljuk a 4. az 5. illetve a 6. egyenletet. Ekkor a harom homogén
egyenletb6l 4ll6 egyenletrendszer egyiitthatOmatrixa determinansanak eltlinésébd6l az
kovetkezik, hogy fennallnak a (13)-mal anal6g linedris dsszefliggések:

alx aZx a3x
A Oy |Z U Ooy | =] Tsy |[» (W=X,Y,2). (19)
ﬂlw ﬁZw ﬂaN
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A (13) osszefliggés miatt (19) csak ugy teljesiilhet, ha
A,=A=L1 és yu,=u=1 Ww=xyz, (20)

E szerint a harom erd hatasvonaldnak irdnykoszinuszai és a nyomatékkoordinatai azonosak,

azaz a harom er6 hatasvonala egybeesik.

Mivel harom eré hatasvonala parhuzamos, ezért mar nem csak az oszlopok, hanem a sorok is
azonosak. Tehat a

6le 6Y2x a3x

deta,, a,, a,

ﬁlw ﬁZW IB3N

Osszefiiggés akkor is fenndll, ha a nyomatékkoordinatdkra feltételeket nem rovunk Kki.

=0 (21)

Ugyanakkor fenn kell még allnia a

alx a2x 6Y?:X IBlX ﬁZx 183x
det B, B, By |=0, Yzwy=w=xyz), detB, B, By|=' (22)
lBlW IBZW ﬁ?)/v ﬁlz IBZZ ﬁ3z

Osszefliggéseknek is. Vagy azt tételezziik fel, hogy a nyomatékkoordinatak aranyosak egymassal,
vagy azt, hogy az egyik sor nulla. Ez els6 eset azt jelenti, hogy az egyes szakaszoknak a
koordinatarendszer kezdGpontjara vett nyomatékok hatasvonala egybeesik, csak a nagysaguk
kilonbozik. Ez csak ugy all fonn, ha a harom hatdsvonal egy sikban fekszik. Mivel az
iranykoszinuszok megegyeznek, ezért a harom hatdsvonal egy sikban helyezkedik el és
parhuzamos egymassal. A masodik esetben a harom hatasvonal athalad egy koordinatavonalon.
Az iranykoszinuszra vonatkozé allitds miatt a hatasvonalak parhuzamos kell, hogy legyenek.
Tehat a harom hatasvonal egy sikban fekszik és parhuzamosak egymassal. A két feltétel
ugyanarra a kovetkezményre vezet. Ez a feltétel azt mondja ki, hogy ha a koordinatavonalak
egyike a parhuzamos iranyaba mutat, masika a hatasvonalakra meréleges metszd, harmadika a
kettére merdleges, akkor az els6é két nyomatékkoordinata zérus, a harmadik
nyomatékkoordinatak fiiggetlenek egymastol. Ekkor viszont a (22) minkét determinansaban van
egy-egy sor, ami zérus, igy a két determinans valéban zérus.

A (10) egyenletrendszer (13) feltétel melletti vizsgalata azt mutatja, hogy harom eré akkor van
egyensulyban, ha vagy a hdrom er$ hatasvonala egybeesik, vagy a harom er6 egy sikban van,
hatdsvonaluk parhuzamos, és az erék vektorialis 6sszege zérus (sikbeli kiegyensulyozott mérle-
get alkotnak).

Harom erd esetén az egyensuly sziikséges és elégséges feltétele két részre bonthat6: egyrészt
eléirja az er6k egymashoz viszonyitott elhelyezkedését (a harom hatasvonal egy sikban van,
vagy egy pontban metszik egymast, vagy parhuzamosak), masrészt megadja, hogy a harom er6
vektoridlis 0sszege zérus. Az elsd feltétel adja meg a hatdsvonalak elrendezései kozil azokat,
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amely esetén az egyes erdket sajat hatdsvonalan eltolva az egyensuly fennall: a harom hatasvo-
nal egy sikban helyezkedik el és egy (végesben, vagy végtelenben fekv$) pontba metszi egymast.

A két er6hoz hasonlbéan az egyensulynak a hatasvonalak elrendezésére vonatkozo sziikséges (de
nem elégséges) feltétele meghatarozhaté geometriai modszerrel is.

Vegyiink az egyik erd e; hatasvonalanak A pontjan athal6 két olyan egyenest, amely a masik erd
ez hatasvonalat C, illetve D pontban szeli! Ekkor az Egyiivé tartozds tétele értelmében a harmadik
erd hatasvonala benne kell, hogy fekiidjék az ACD sikban. Vegylink az e; hatasvonalon az A
ponttdl eltéré B pontot! Ekkor az Egytivé tartozds tétele értelmében a harmadik er6 hatasvonala
benne Kkell, hogy fekiidjék az BCD sikban is. Ez csak ugy lehetséges, ha a két sik egybeesik, azaz a
harom er6 hatasvonala egy sikban van. Tegytik fel, hogy van két olyan hatasvonal, amelyek met-
szik egymast! Ekkor véve egy, a metszésponton athaladé, de az er6k hatasvonalait tartalmazé
sikra meroleges egyenest, arra nézve az Egyltivé tartozds tétele megkdveteli, hogy a harmadik erd
hatasvonala is haladjon at ezen a metszésponton. Ellenkezdleg, legyen két olyan hatasvonal,
amely nem metszi egymast, azaz parhuzamos! Ekkor az Egyiivé tartozds tétele megkoveteli, hogy
a harmadik eré hatasvonala is legyen parhuzamos.

Az Egyiivé tartozds tételével a nyomatéki egyensuly teljesiilését biztositottuk. A vetiileti egyenle-
tek teljesiiléséhez az er6k hosszara vonatkozo feltételt kell kiréni. Hasonl6an a két erd esetéhez,
kétféleképpen jarhatunk el. Az egyik, hogy megkdveteljiik, hogy két, a harom er6 hatasvonalat
tartalmazé sikra merdéleges egyenesre vett nyomatéknak is legyen zérus az értéke. Ennek a ko-
vetkezménye, hogy a harom er§ vektoridlis 6sszege zérus. A masodik, hogy eleve azt tételezziik
fel - a (10) egyenletrendszer elsé harom egyenlete alapjan -, hogy a harom erd vektorialis 6s-
szege Zérus.

6. Négy er0 esete

Az egyensuly feltétele négy er6 esetén a kovetkezd hat egyenlettel fejezhetd ki:
alel +a2xF2+a3<F3+amF4= 0,
a,F+a,F,+a,F.+a,F,=0,
a,F+a,F,+ta,F,+a ,F,=0,
ﬁ1xF1+ﬁ2xF2+/83<F3+ﬁ4<F4= 0,

BiyFi+ By Fot By Fst B4F,=0,
B,F + B, F,+ B, F.+B,F,=0.

A homogén egyenletrendszer egyértelmii megoldasanak feltétele, hogy a hat egyenletbdl ki

(23)

lehessen vélasztani négy egyenletet Ggy, hogy az egyiitthatématrixdnak determindnsa legyen
zérus. Az (1) Osszefliggés alapjan kizdrhatjuk, hogy minden iranykoszinusz zérus legyen.
Tekintsilink az els6 négy, illetve az els6 harom és az 6tddik, valamint az elsé harom és a hatodik
vonalkoordinatara vonatkoz6 egyenleteket. Ezek egyiitthatomatrixaira vonatkozé feltételek a
kovetkezdk:
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alx a2>< afs’x a4x
a. a a a
det ¥ ¥ ¥ "¥I=0, =xygz) (24)

alz a22 aSz a4z
B Bow PBa B

A determindns eltlinhet ugyis, hogy két oszlop azonos (vagy aranyos), tobb oszlop azonos (vagy
aranyos), egy oszlop két, vagy harom oszlop linearis kombinaci6jaként allithat6 elé. Ha két osz-
lop ardnyos egymassal, akkor az a két hatasvonal egybeesik, azaz harom, kettd, vagy egy erére
vezetjlk vissza a feladatot. Ha egy oszlop két masik oszlop linearis kombinaciéjaként allithatd
eld, akkor az a harom hatasvonal egy sikban van. Ekkor az Egyiivé tartozds tétele el6irja, hogy a
negyedik erd hatasvonala is fekiidjon benn abban a sikban. A determinans elt{inhet ugy is, hogy
az els6é harom sor elemei azonosak, azaz a hatadsvonalak parhuzamosak. Ekkor a parhuzamos
irdnyt, és rd merdleges két iranyt véve koordinatavonalaknak, a nyomatékkoordinatak koziil egy
mindig zérus. Tehat (23) megoldasdhoz vagy két vetiileti és két nyomatéki, vagy egy vetiileti és
harom nyomatéki egyenletet valasztunk. Az els6 esetben a két vetiileti egyenlet egylitthatoi
egyeznek meg. A masodik esetben a harom nyomatéki egyenletben minden egyiitthaté zérus
Azaz a (23) egyenletrendszer determinansa parhuzamos hatasvonalak esetén is eltiinik.

Tekintsiik azt az esetet, amikor a negyedik hatasvonal els6 harom és negyedik, illetve 6todik,
valamint hatodik vonalkoordinataja az els6 harom hatasvonal ugyanazon vonalkoordinatainak

valamely linearis kombinaci6jaként allithato el6:

alx a2x a&( a4x
a a a a

A P ra P Y=Y (wExy,2). (25)
alz aZz aSz a4z

ﬁlw ﬁZW ﬂa/v ﬂ4w

Mivel az els6 harom vonalkoordinata linedris kombinacidja (25), w = x alapjan rogzitett, ezért a
(25), w = y alapjan az 6todik, a (25), w = z alapjan a hatodik vonalkoordinata is azonos linearis
kombinaciéként kell elallnia. Tehat (25) 6sszefiiggésben felirt egyiitthatokra fennallnak a

A=A =A, és u=u, =4, (26)

Osszefliggések. Ez azt jelenti, hogy a negyedik hatasvonal mind a hat vonalkoordinataja (iranyko-
szinuszai és a nyomatékkoordinatai) a harom masik hatasvonal vonalkoordinatajanak linearis

kombinacidja. Azaz a négy hatdsvonal egy vonalfeliileten helyezkedik el.

Megjegyzés. A kordbbi érvelés szerint megprobalhatnank két + egy erdre alkalmazni az Egyiivé
tartozds tételét, és elsd 1épésben harom erd hatasvonalardl igazolhatnank, hogy azok egy sikba
esnek, ezért a negyedik erd hatadsvonaldnak is ebbe a sikba kellene esnie. Az valéban igaz, hogy,
ha harom er6 hatasvonala egy sikba esik, akkor az egyensuly fennallasanak szilikséges feltétele,
hogy a negyedik erd hatasvonala is essen bele abba a sikba. (Ez az Egyiivé tartozds tétele egy
masik megfogalmazasa, lasd Lamer 2014.) Ugyanakkor négy erd esetén csak két hatdsvonalon

athaladd szeld az Egyiivé tartozds tétele alapjan sem a harmadik, sem a negyedik hatdsvonalra
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nézve semmiféle megkotést nem ir el6. Gondoljunk két parhuzamos sikban 1évé erdparra,
amelyek ugyan lehetnek egyenstulyban, de nem taldlunk olyan egyenest, amely négy, vagy akar
csak harom hatasvonalon athaladna.

Tekintslink négy er6é hatasvonalat, amelyb6l harmon haladjon at egy szel6! Az Egyiivé tartozds
tétele megkoveteli, hogy a negyedik er6 hatasvonala is haladjon at ezen a szeldn. Tekintsiink
négy, egyensulyi erérendszert alkoté er6 hatasvonalait! Ekkor az Egyiivé tartozds tétele értel-
mében, ha van olyan egyenes, amely harom hatasvonalat a négybdl szeli, akkor a negyediket is
szeli. Vagyis, ha van harom egyenesnek olyan elrendezése, hogy mindharmat szeli egy egyenes,
akkor alkalmazhatjuk az Egyiivé tartozds tételét. Tehat harom kitéré egyenes szeldinek mértani
helyét kell megkeresni. Ismert, hogy ez a mértani hely az egykdpenyt hiperboloid, vagy egy hi-
perbolikus paraboloid (lasd pl. Appel pp. 159-163, Strommer pp. 639-649, Finnyikov pp. 15-16).
(Ez a vonalfeliilet elfajulhat egy, vagy két sikka is, kiippa, netan egy, vagy két egyenessé, ezek
attekintését mell6zziik.)

Az Egyiivé tartozds tételébdl kovetkezik, hogy ez a feltétel sziikséges, de nem elégséges.
Ugyanakkor megmutathatd, hogy ha a négy erd vektoridlis 6sszege (ha ugy tetszik az ered6
ereje) zérus, akkor a fenti feltétel nem csak sziikséges, hanem elegendé is (lasd pl. Appell pp.
159-161). A négy erd vektorialis 6sszegérdl — a (23) egyenletrendszer els6 harom egyenlete
alapjan - feltehetjiik, hogy zérus. Legyen adott egy egykopenyti hiperboloid négy, ugyanahhoz az
alkotésereghez tartozé alkotdja, e; (i = 1,2,3,4)! Valasszunk a térben egy P pontot, és huzzunk a P
ponton at a négy e; (i = 1,2,3,4) alkotdéval parhuzamos egyenest! Tekintsiik adottnak az F4 er6
nagysagat! Ekkor a P pontban az F4p erd felbonthato az e; (j = 1,2,3) egyenesekkel parhuzamos
Fip, Fop, és F3p Osszetevikre. Ekkor az igy nyert {F1,F2,F3Fa4}pr er6rendszer egyensulyi: mind az
eredd ereje, mind az ered6 nyomatéka zérus. Toljuk el az Fyp, F2p, F3p és F4p er6ket onmagukkal
parhuzamosan ugy, hogy az erék az egykopenyl hiperboloidon fekvé e; (i = 1,2,3,4) alkotdkra
(hatasvonalakra) essenek. Az igy nyert {F1,F,,F3F.} er6rendszer szintén egyensulyi: az Fy, F2, F3
és F4 er6k eredo ereje a szerkesztésbd6l adddodan zérus, az eredd nyomatékuk pedig merdleges
kell, hogy legyen az egykopenyl hiperboloidnak a ,masik”, az e (i = 1,2,3,4) alkot6t nem
tartalmaz6 alkotésereg minden elemére. Ez csak ugy lehetséges, ha az eredd nyomaték zérus.
Tehat az er6k nem csak a P pontban, hanem az egykopeny(i paraboloid alkotdin hatva is
egyensulyban vannak.

A fenti érvelés hiberbolikus paraboloid esetén nem allja meg a helyét, két okbdl sem. Ugyanis az
egy alkotdsereghez tartozé alkoték parhuzamosak egy sikkal, ezért egyrészt nem lehet egy er6t
harom, egy sikba es6 alkotd iranyaba esé komponensre egyértelmiien felbontani, masrészt az
alkotdk egy sikkal parhuzamosok, ezért az alkotokra merd6leges nyomatékok végiil is adhatnak
zérustol eltéré nyomatékot is. Ezért legyen adott egy hiperbolikus paraboloid négy, ugyanahhoz
az alkotésereghez tartozo alkotdja, e; (i = 1,2,3,4). Valasszunk a négy hatasvonalbél harmat, ¢; (j =
1,2,3), és a fentebb, az egykopenyii hiperboloid esetén leirt eljaras segitségével hatarozzunk meg
harom erét, {G1,G2,G3}, amelyek eredd ereje zérus, eredé nyomatéka Mg. Ez utébbi merdleges a
hipebolikus paraboloid ,, masik” alkotd seregére, a ,masik” irdny sikjara. Ezt kdvet6en valasszunk
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a négy hatdsvonalb6l masik harmat, ex (k = 1,2,4), hasonléan az imént mondottakhoz, ha-
tdrozzunk meg harom erét, {Hi,Ho,Hy}, amelyek eredd ereje zérus, ered6 nyomatéka Mu. Ez
utobbi is merdleges a hiperbolikus paraboloid ,masik” alkot6 seregére, azaz irdnya egybeesik
Mg-vel. A fentebb bevezetett erék segitségével, azaz lineadris kombinacidjukkal, meghatarozhaté
négy ero:

F1=AG1 + pH1; F2 = AGz + pHz; F3 = AGs; Fa = pHa, (27)
A négy erd, {F1,F,,F3F.}, ered6 ereje zérus, ered6 nyomatéka pedig
M = AMg + pMm. (28)

Mivel a két egytitthatd, A és p, valaszthaté gy, hogy az eredé nyomaték legyen zérus, ezért a (27)
alatt adott négy er6 egyensulyban van nem csak a P pontban, hanem a hiperbolikus paraboloid
alkotéin hatva is.

Négy erd esetén az egyensuly sziikséges és elégséges feltételei, hasonléan a legfeljebb harom
er6t szamlalé erérendszerekhez két részre bonthatd. Az egyik, hogy megkdoveteljiik, hogy a négy
erd hatdsvonala egy vonalfeliilet, nevezetesen vagy egy egykopeny(i hiperboloid, vagy egy
hiberbolikus paraboloid egyik alkoté seregéhez tartozzanak, a masik hogy megkoveteljiik, hogy
a négy erd vektorialis dsszege legyen zérus. Mind a két feltételcsoportot magaba foglalja a (23)
egyenletrendszer. A geometriai modszerekkel csak a hatasvonalak elhelyezkedésének feltétele
hatarozhaté meg.

Megjegyzés. Itt csak a legdltaldnosabb, a kitéré egyenesek esetét vizsgaltuk. Hasonloképpen
vizsgalhat6 az egy sikba es6, a parhuzamos, vagy a centralis hatdsvonalak esete is.

7. Ot erd esete

Az egyensuly feltételét 6t erd esetén a kovetkez6 hat egyenlettel adhatjuk meg:
a,F+a,F,+a,F,+a,F,+ta,F.=0,
aF+a,F,+a,F.+a,F +a,F=0,
a,F+a,F,+a,F,+a ,F,ta . F =0,

BuF+ BoFot BaFst BuF 4+ B5F =0,
B Fi+ By Fot By Fat By F ,+ ByF =0,
PPt BoFot BoFat BuF o+ B4F 5= 0.

A homogén egyenletrendszer egyértelmi{i megoldasanak feltétele, hogy a hat egyenletb&l barho-

(29)

gyan kivalasztott 6t egyenlet egylitthatomatrixanak determinansa legyen zérus.

A lehetséges eseteket négy erd eseténél mar attekintettiik. Ezek a kovetkezdk. Két oszlop
aranyos: két hatasvonal egybeesik, visszavezetjiik négy erd esetére. Tobb oszlop aranyos, vagy
kettesével aranyosak: tobb hatdsvonal esik egybe, vagy két-két hatdsvonal esik egybe; 6tnél
kevesebb erd esetére vezetjilk vissza. Egy, két vagy harom oszlop két oszlop linearis
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kombinaciéjaként allithat6 el6. Az er6kbdl harom, négy vagy o6t egy sikban helyezkedik el. Az
els6 eset négy er6re vezethetd vissza, a masodik, felhasznalva az Egyiivé tartozds tételét, a
harmadik esetben annak értelmezésébdl adéddan az egy sikban elhelyezkedd hatdsvonalakat
oleli fel. A legels6t méar targyaltuk, az egy sikban 1évé hatasvonalak még tovabbi vizsgalatot
igényelnek, hogy az egyensuly fennallasanak feltételei rogzithet6k legyenek, de ez mar nem a
hatasvonalaknak legaltalanosabb elhelyezkedése. Ezért visszatériink a hatasvonalak
legaltalanosabb elrendezéséhez, amikor egy oszlop a tobbi oszlop linearis kombinaci6jaként all

eld.

Tekintsiink pl. az elsé ot, illetve az els6 négy és a hatodik vonalkoordinatdra vonatkozo
egyenleteket. Ezek egylitthatomatrixaira vonatkozo feltételek a kovetkezok:

alx a2x a3x a4x aEx ak a2< a X a & a &
a, a, a, a, Qas a, a, a, a, ay
det o, a,, a, a, a,|=0, deta, a, a, a, a,|=0 (30)

P Bo Ba Bu Ps By Bax Bsx By Bs
ﬁly ﬁZy ﬁ3y ﬁ4y ﬁ@_ ﬁ]z ﬁz ﬁ:i ﬁd: ﬁﬁ_

Ha kizarjuk, hogy minden irdnykoszinusz zérus legyen (ezt (1) alapjan megtehetjiik), ugy egy
nem zérus egyiitthat6ju 6tédrendl matrix determinansa akkor lesz zérus, ha a matrix egyik osz-
lopa a masik négy oszlopaval linearisan 6sszefiigg, példaul:

alx a2x a3x a4x a5<
ay Qay EY Qo | |9y
Aw alz + ,UW aZZ + I/w a3z + Ow a4z = aSZ (W = y! Z)' (31)

ﬁlx ﬁZX ﬁax ﬂ4x ﬁB(
ﬁlw ﬁZw ﬁ:}w_ ﬁAw ﬁt’w_

Mivel az elsé négy vonalkoordinata linearis kombinaciéja (31), w = y alapjan rogzitett, ezért a
(31), w = z alapjan a hatodik vonalkoordinata is azonos linearis kombinaciéként kell eléallnia.
Tehat (31) osszefliggésben felirt egyiitthatokra fennallnak a

A, =A, s u =y, (32)

Osszefliggések. Ez azt jelenti, hogy az 6t6dik hatasvonal mind a hat vonalkoordinataja (iranyko-
szinuszai és a nyomatékkoordinatai) a négy masik hatasvonal vonalkoordinatajanak linedris

kombinacidja. Azaz az 6t hatasvonal egy linearis kongruenciat alkot.

Tekintsilink 6t erd hatasvonalat, amelybdl négyen haladjon at egy szel6! Az Egyiivé tartozds tétele
megkoveteli, hogy az 6tédik erd hatasvonala is haladjon 4t ezen a szelén. Ot, egyensulyi erd-
rendszert alkoté erdk hatasvonalai legaltaldnosabb formaban ugy helyezkednek el, hogy ha van
olyan egyenes, amely négy hatasvonalat szeli, akkor az 6todiket is szeli. Magyaran keressiik négy
kitérd egyenes szel§inek mértani helyét. Ismert, hogy azok az egyenesek, amelyek kozott két

linearis feltétel fogalmazhat6 meg, egy linearis kongruencidhoz tartoznak (lasd pl. Appell pp.
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161, Finnyikov pp. 15-16). Az, hogy a hatasvonalak egy linearis kongruencidhoz tartoznak, az
egyensuly szlikséges feltétele, de nem elégséges. Megmutathatd, hogy ha az 6t er$ vektorialis
Osszege zérus, akkor a fenti feltétel nem csak sziikséges, hanem elegendd is (lasd pl. Appell pp.
162). Az ot erd vektoridlis 6sszegérdl - a (29) egyenletrendszer elsé harom egyenlete alapjan -
feltehetjiik, hogy zérus. Tovabba, az 6tbdl négy hatdsvonal kiilonboz6 elrendezése mellett
talalhat6 két egyenes, amely mind a négy hatasvonalon athalad. Tekintsiik ugyanis harom
hatasvonalat! Ezek rajta fekszenek egy vonalfeliileten (egykopenyl hiperboloid, illetve
hiperbolikus paraboloid). A negyedik hatdsvonal metszi ezt a vonalfeltletet két valds, vagy
képzetes pontban, P; és P, Tekintsiik az els6 harom hatdsvonal Kkifeszitette vonalfeliilet
»,masodik” alkotoseregének azt a két fi és f, egyenesét, amelyek athaladnak a P,, illetve a P;
pontokon! Ez a két egyenes athalad az elsé négy erd hatasvonalan.

A tovabbiakban megmutatjuk, hogy ha az ot erd vektorialis 6sszege zérus, akkor a térben
elhelyezkedd 6t erd egyensulyanak szilikséges és elégséges feltétele, hogy az 6t er6 hatasvonala
tartozzon egy linedris kongruencidhoz. Legyen adott egy linearis kongruencidhoz tartozo, a
kongruenciat megadd két fi és f, egyenest metsz§ Ot egyenes, e; (i = 1,2,3,4,5)! Valasszunk a
térben egy P pontot, és huizzunk a P ponton at a négy e; (i = 1,2,3,4) alkotéval parhuzamos
egyenest! A fentebb, az egykdpeny( hiperboloid esetén leirt eljaras segitségével hatarozzunk
meg négy erdt, {Gi,G2,Gz3,Gs}, amelyek eredd ereje zérus, eredd nyomatéka Mg Ez utdbbi
merdleges mind az fi, mind az f; egyenesre, hiszen mindkettén athalad a négy erd hatasvonala.
Ez csak ugy lehetséges, ha a nyomaték hatdsvonala egybeesik a két kitér6 egyenes merdleges
szel6jével. Ezt kovetben valasszunk az 6t hatasvonalbdl masik négyet, e; (i = 1,2,3,5), hasonldan
az imént mondottakhoz, hatdrozzunk meg négy erét, {H,Hz,H3,Hs}, amelyek eredd ereje zérus,
eredé nyomatéka Mu. Ez utébbi, mint vektor, a fentebb ismertetett okok miatt, szintén az f; és az
f> egyenesek merdleges szel6jébe esik, azaz irdnya egybeesik Mg-vel. A fentebb bevezetett er6k
linearis kombinaci6javal meghatarozhaté 6t erd:

F1 = AG1 + pHi; F2 = AGz + pH2; F3 = AGs + pHs; Fa = AGs; Fs = pHs. (33)
Az 6t erd, {F1,F2,F3,F4,Fs}, eredd ereje zérus, ered6 nyomatéka pedig
M = AM¢ + yMn. (34)

Mivel a két egyiitthato, A és y, valaszthato ugy, hogy az ered6 nyomaték legyen zérus, ezért a (33)
alatt adott 6t erd egyensulyban van.

Hasonl6an a kordbban targyalt esetekhez az egyensuly sziikséges és elégséges feltételei két rész-
re bonthatok: egy a hatasvonalak elrendezésére - a hatasvonalak egy linearis kongruenciahoz
tartoznak -, és egy az erdk vektorialis 0sszegére vonatkozik. Mind a két feltételcsoportot magaba
foglalja a (29) egyenletrendszer. A geometriai médszerrel csak a hatasvonalak

elhelyezkedésének feltétele hatdrozhaté meg.
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8. Hat er0 esete

Az egyensuly feltételét hat er6 esetén a kovetkezd hat egyenlettel irjuk le:
a,F+a,F,+a,F,ta,F taFtaF =0,
aF+a,F,+a,F.+a,F ra FtagF =0,
a,F+a,F,+ra,F+a ,F,+ta.Ft+a,F =0,
BiFi+ BoFot ByFst BuF i+ BsF st B 4F =0,
By Fi+ BoyFot By Fat ByF .+ BsF st BF =0,
BuFi+ BoFy + By Fs* BiFat BsFst BoF =0

A homogén egyenletrendszer egyértelmii megoldasanak feltétele, hogy a hat egyenlet egytittha-

(35)

tomatrixanak determinansa legyen zérus:

alx a2x a3x a4x a5< aﬁ(

ay O Q3 4, dg 0,
a. a, a. Qq, a. a
det 1z 2z 3z 4z 5 & — 0 (36)

ﬁlx ﬂZx ﬁa‘x ﬂ4x ﬁt‘x ﬁ&
ﬂly ﬂZy ﬁ3y ﬂ4y ﬁSy ﬁej
ﬁlz 1822 ﬂSz ﬁ4z ﬁ& ﬂ&_

Amennyiben kizarjuk, hogy minden iranykoszinusz zérus legyen (ez (1) alapjan megtehetd), ugy

egy nem zérus egylitthat6ja hatodrendii matrix determinansa akkor lesz zérus, ha a matrix egyik
oszlopa a masik 0t oszlopaval linearisan 0sszefiigg, azaz pl. a hatodik oszlop az els6 6t linearis
kombinacidjaként eldallithaté:

alx a2x a3x a4>< an aﬁx
aly aZy a3y a4y a5y aﬁy
a a a a a a
A 1z +ﬂ 2z Y 3z +0 4z + 77T 5z — 6z . (37)

[;lx ﬂZX ﬂ3x ﬁ4x ﬂSx ﬁﬁx
ﬁ]_y ﬂZy ﬂ3y ﬁ4y ﬂSy ﬁGy
ﬁlz ﬁZZ ﬂBz ﬁ42 ﬂSz Bﬁz n

Ez azt jelenti, hogy a hatodik hatdsvonal hat Pliicker-féle koordinataja az 6t masik hatasvonal
Pliicker-féle koordinataja linearis kombinaci6éja. Azaz a hat hatdsvonal ugyanazon linearis
komplexushoz tartozik.

Megjegyzés. A legaltalanosabb eset mellett fenndllhat, hogy egy, két vagy tobb hatasvonal
egybeesik, a hatdsvonalak egy, két vagy harom sikhoz tartoznak, a hatdsvonalak centralisak,
vagy parhuzamosak stb. Ekkor részben visszajutunk a hatnal kevesebb szamu erd esetéhez,
részben a hatadsvonalak olyan egyedi elrendezéséhez jutunk, amelyek az egyensulyi egyenletek
nem trivialis megoldasait szolgaltatjak. Ezek vizsgalatat mell6zziik.
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Legaltalanosabb esetnek azt tekintjiik, amikor a hat er6 hatasvonalabol 6ton athalad egy szeld.
Az Egyiivé tartozds tétele megkoveteli, hogy a hatodik er6 hatasvonala is haladjon at ezen a sze-
16n. Ismert, hogy azok az egyenesek, amelyek kozott egy linedris feltétel fogalmazhat6é meg, egy
linearis komplexushoz tartoznak (lasd pl. Appell pp. 162, Strommer pp. 374-376, Finnyikov pp.
15-16). Az nyilvanvald, hogy ez a feltétel az egyensuly egyik szilikséges feltétele, de nem elégsé-
ges. Lentebb megmutatjuk, hogy ha a hat erd vektorialis 6sszege zérus, akkor a fenti feltétel nem
csak sziikséges, hanem elegendd is.

Legyen adott egy f egyenes, amely metszi mind a hat ¢; (i = 1,2,3,4,5,6) hatadsvonalat! Valasszunk
a térben egy P pontot, és huzzunk a P ponton at a négy e; (j = 1,2,3,4) alkotéval parhuzamos
egyenest! A fentebb, az egykopeny(i hiperboloid esetén leirt eljaras segitségével hatarozzunk
meg négy erdt, {G1,G2,G3,G4}, amelyek eredd ereje zérus, eredd nyomatéka Mg. Ez utébbi merd6le-
ges az fegyenesre, hiszen athalad rajta a négy er6 hatasvonala. Ezt kdvet6en valasszuk a hat ha-
tasvonalbdl masik négyet, ex (k = 1,2,3,5), hasonléan az imént mondottakhoz, hatdrozzuk meg
azt a négy er6t, {Hi,Hz,H3, Hs}, amelyek eredd ereje zérus, ered6 nyomatéka My. Ez utébbi, mint
vektor, a fentebb ismertetett okok miatt, szintén az f egyenesre merdleges. Végezetiil tekintsiik a
hat hatdsvonalbdl egy harmadik négyet, e¢; (I = 1,2,3,6), hasonléan az imént mondottakhoz,
hatarozzuk meg azt a négy ero6t, {I,I,I3,1¢}, amelyek eredd ereje zérus, eredé nyomatéka Mj, ez is
merdleges az f egyenesre. A fentebb bevezetett erék segitségével, azok linearis kombinaciéjaval
meghatarozhat6 hat eré:

F,=AG,+uH, +vl; F,=AG ,+uH ,+vi,

(38)
F,=AG,+uH +vl,; F,=AG, F.=uH, Fs=vl |

A hat erd, {F1,F2,F3F4F5Fc}, ered ereje zérus, ered6 nyomatéka pedig

M = AM¢ + uMu + WM. (39)

A harom nyomaték merdleges az f egyenesre, tehat egy sikban vannak. Tehat a harom egytitt-
hato, A, u és v, valaszthat6 ugy, hogy az eredd nyomaték zérus legyen, ezért a (38) alatt adott hat
erd egyensulyban van.

A korabban targyalt esetekhez hasonlatosan az egyensuly sziikséges és elégséges feltételei két
részre bonthatdk: egy a hatasvonalak elrendezésére - a hatadsvonalak egy linearis komplexushoz
tartoznak -, és egy az erdk vektorialis 0sszegére vonatkozik. Mind a két feltételcsoportot magaba
foglalja a (35) egyenletrendszer. A geometriai modszerekkel csak a hatasvonalak elhelyezkedé-

sének feltétele hatdrozhat6 meg.

4. Osszefoglalas
Legfeljebb hat er6t magaba foglalé er6rendszer egyensulyanak feltételei két részre bonthatok.

Az egyik feltétel, hogy az er6k vektorialis 6sszege zérus. A masik feltétel geometriai tartalommal
bir, és az erék hatdsvonalainak egymashoz viszonyitott helyzetére vonatkozik. A két feltétel kii-
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16n-kiilon sziikséges, egyiitt szlikséges és elégséges. Az elsd feltételcsoport a vetiileti egyensulyi
egyenleteknek felel meg, a masodik csoport a nyomatéki egyenstlyi egyenleteknek felel meg.

Az er6k hatdsvonalainak egymdashoz viszonyitott helyzetére vonatkozd feltételek az aldbbi
geometriai formaban fogalmazhaték meg.

Egy erd: a hatasvonal egy pontba elfajul.
Kett6 erd: a hatdsvonalak egy egyenesbe esnek.
Harom erd: a hatdsvonalak egy sikba esnek.

Négy erd: a hatadsvonalak egy vonalfeliiletbe esnek, egy egykdpeny(i hiperboloid, vagy
egy hiperbolikus paraboloid ugyanahhoz az alkotdseregéhez tartoznak.

Ot erd: a hatasvonalak egy linearis kongruenciahoz tartoznak.

Hat erd: a hatasvonalak egy linearis komplexushoz tartoznak.
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Fogalomképzetek és definiciok a fuggvényrol

SZANYI GY.

University of Debrecen, szanyi.gyongyi@science.unideb.hu

Abstract. Function is a basic concept of mathematics, in particular, mathematical analysis. With an
appropriate development of a function approach, it becomes possible for students to use function models
to describe mathematical and non-mathematical problems. This study examined some aspects of the
images and definitions that first-year electrical engineering students have for the concept of function. The
investigations were based on the research methods of Vinner and Dreyfus [4].

Bevezetés

A matematika a miiszaki felsGoktatas céljat tekintve alapoz6 targy. A matematika nyujtja -
fogalmaival, tételeivel, eljardsaival, jelolésrendszerével - azokat az ismereteket, amelyekkel a
mérnoki berendezések miikodését meghatarozé torvények leirhatok [2].

Az els6éves villamosmérnok hallgaték esetében a Matematika 1 targy tematikajanak jelentds
része a fiiggvény fogalmahoz kapcsolddik. Ezért még mielétt a fiiggvények bevezetése
megtortént volna az emlitett targy el6addsan vizsgaltam a hallgaték elképzeléseit a fliggvény
fogalmardl Vinner és Dreyfus [4] kutatdsai alapjan. Jelen tanulmdnyban ismertetem a
vizsgalatom eredményeit.

1. Elméleti hattér

Vinner [3] tanulmanyaban felhivja a figyelmet a fogalom definicié (concept definition) és a
fogalomképzet (concept image) kozotti kiilonbségre. Véleménye szerint a fogalomképzet az a
mentalis kép, melyet az ember a fogalom neve hallatdn general azokkal a tulajdonsagokkal
egylitt, mely a fogalmat jellemzik. Ezen mentalis kép alatt kiilénféle reprezentaciékat értiink ugy
mint, kép, szimbolikus forma, diagram, grafikon, stb. A fogalomképzet egyfajta tapasztalati
eredmény a fogalmat megjelenit6 példak hatasara. A fogalom definiciét egy matematikai fogalom
meghatarozasara hasznaljak.

Vinner és Dreyfus [4] két izraeli f6iskola els6 éves, kiillonb6z6 szakiranyon tanul6 hallgat6inal és
néhany kozépiskolai, nem matematika szakon végzett tanarnal vizsgaltak a hallgatok fiiggvény
fogalmardl alkotott képeit és e fogalomra adott definicidit.

A fiiggvényhez kot6d6 fogalomképzet (concept image) vizsgalatara kitlizott kérdésekre adott
valaszokat elemezve Vinner és Dreyfus a kovetkezé aspektusokat kiilonitette el:

36



Conference on Problem-based Learning
in Engineering Education 29.10.2015

University of Debrecen
Faculty of Engineering

* Egyértelmiiség — ha a hozzarendelési szabaly az alaphalmaz minden eleméhez pontosan egy
elemet rendel, akkor ez fiiggvény. Ha nem, akkor nem fiiggvény.

e Folytonossdg — ha a grafikon megszakad, a megfeleltetés nem folytonos az alaphalmaz egy
pontjaban.

e Felosztott alaphalmaz — az alaphalmaznak két részhalmaza van, melyek mindegyikéhez
kilonb6z6 hozzarendelési szabaly tartozik. Ennek kovetkeztében a grafikon jellege
megvaltozik.

* Rendkiviili pont — van egy pont, melyre az altalanos hozzarendelési szabaly nem érvényes.

A felmérés résztvevdi sok esetben ezen aspektusok valamelyike alapjan allapitottdk meg egy
konkrét hozzarendelésrol, hogy fiiggvény e vagy sem.

A hallgatdk fiiggvény fogalmara adott definicidit (concept definition) a kévetkez6 6 kategériaba
soroltak:

1. Megfeleltetés — a fiiggvény két halmaz kozotti olyan megfeleltetés, mely az egyik halmaz
minden eleméhez pontosan egy elemet rendel a masik halmazb6l (Dirichlet-Bourbaki
definicio).

2. Fliggdségiviszony — két valtozd kozotti fliggés (y fligg az x-t6l).

3. Szabdly — a fiiggvény egy szabdly. A szabalyndl varhatéan van bizonyos rendszeresség, mig a
megfeleltetés ,tetszlleges” is lehet.

4. Miivelet — a fiiggvény egy miivelet.

5. Képlet — a fiiggvény egy képlet, algebrai kifejezés vagy egy egyenlet.

Ve

6. Reprezentdcio — a fliggvényt azonositjak egy grafikus vagy szimbolikus reprezentaci6javal.

Felhasznalva a fentebb leirt kutatasi modszereket és eredményeket ugyanilyen felmérés keretén
beliil vizsgaltam a villamosmérnok képzésbe bekeriil§ hallgatok fliggvény fogalmarol kialakult
képeit és arra adott definicioit.

2. A kutatas modszertana

2.1. A kutatas résztvevoi és koriilményei

A felmérésben 34 els6éves villamosmérnok hallgaté vett részt. A felmérésre 2014 oktoberében
keriilt sor a fliggvények targyalasat megel6z6en. A kérdésekre irasban kellett valaszolni és erre a
hallgatéknak 20 perc allt rendelkezésére.

2.2. A felmérésben szerepl6 kérdések

1. Létezik-e olyan fliggvény, melynek grafikonja:
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N
NP

Valaszodat indokold!

2. Létezik-e olyan fliggvény, mely minden nullatél kiilonb6z6 szamhoz annak a négyzetét

rendeli, a nullahoz pedig az 1-et? Valaszodat indokold!

3. Létezik-e olyan fliggvény, melynek minden értéke egyenlé egymassal? Valaszodat

indokold!

4. Véleményed szerint mi a fliggvény?

Az els6 harom kérdés célja az volt, hogy megvizsgilja a valaszaddék fiiggvényképzetének

(function image) néhany aspektusat, a 4. kérdésé pedig a hallgaték fiiggvény definici6janak

vizsgalata volt. A definicidk a hallgaték kozépiskolai tanulmanyaik soran szerzett tapasztalatain

alapulhattak, melyet a fiiggvény fogalmaval kapcsolatos példakkal és ellenpéldakkal szereztek.

3. Eredmények

Az 1.1-1.3 kérdésekre Igen-nel vagy Nem-mel kellett valaszolni indokolva azt. A kérdések

elemzésénél kissé eltértem a mar emlitett tanulmanyban leirtaktél. A hallgatéi valaszokat az 1.

abran lathaté szempontok szerint elemeztem.

W 1.1 kérdés 1.2 kérdés m1.3 kérdés

Az 1. kérdésre adott hallgatoi valaszok szama

1 1 10 10 10
. ; 8 8 7
5
4

3

I 1
Helyesen vdlasz, Helyes vélasz, Helyes valasz indok Helytelen vdlasz  Nem adott valaszt
helyes indokkal  helytelen indokkal nélkdl

1. dbra
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Az abraroél leolvashaté, hogy az 1.1. kérdésre érkezett a legtobb helyes valasz helyes indokkal
(11). Ezek az indokok a fentebb leirt aspektusok koziil az els6hoz (egyértelmiiség) tartoztak. A
szamadatok igazoljak, hogy valaszadé hallgat6 koziil senki sem adott erre a kérdésre helytelen
valaszt. Az 1.2 kérdés esetében a 4 helyes valaszt ad6 hallgaté magyarazataban a folytonossag,
az 1.3. kérdésnél (3 hallgatd) a felosztott alaphalmaz aspektusok jelentek meg. Az 1.3. kérdésre
érkezett a legtobb helytelen valasz. Az 1.2. kérdésnél sok hallgatéban valdsziniileg zavart
okozhatott a szakadasi pont megléte, az 1.3. kérdésben pedig az alaphalmaz kiilénbozd

részhalmazaihoz tartozé hozzarendelési szabalyok szerint megrajzolt fliggvénygrafikon.

A 2. kérdés esetében 14 hallgat6 valasza a Nem volt, 17-en mondtak azt, hogy ,Igen, 1étezik”, de
nem indokoltdk valaszukat. Ezen valaszok ardnya megegyezik Vinner és Dreyfus eredményeivel
is. Az altaluk vizsgalt hallgaték 55%-a adott ugyanilyen valaszt erre a kérdésre. 3 hallgat6 adott
helyes valaszt, de helytelen indokkal és helyes valaszt helyes indokkal egyetlen hallgaté sem (2.
abra). A 3 emlitett hallgaté a kovetkezd valaszt adta: ,Létezik. Az y=x2+1 fiiggvény”. Ez a valasz
az emlitett tanulmanyban az erre a kérdésére adott helytelen valaszok kozott is megtalalhato

volt.

2. kérdésre adott hallgatdi valaszok szama

17
14

3

I

Helyes valasz indok nélkiil Helytelen vélasz Helyes valasz, helytelen
indokkal

2. abra

A 3. kérdésre viszont csak 2 hallgaté adott nemleges valaszt, 21 hallgat6é adott helyes valaszt
helyes indokkal és 3-an helyes valaszt adtak ugyan, de nem indokoltdk azt. 8-an helyesen
valaszoltak, de rossz indokkal (3. dbra). Az § esetiikben a valasz a kovetkezd volt: ,Létezik, az
y=x fliggvény”. Ezek a valaszok ugyancsak jellegzetes helytelen valaszai voltak a korabbi

tanulmany ezen kérdésének.

39



Conference on Problem-based Learning University of Debrecen

{
]
in Engineering Education 29.10.2015 Ikﬂ Faculty of Engineering

A 3. kérdésre adott hallgatoi valaszok szama

21

8
3 2
Helyesen vélasz, helyes Helyes vdlasz, helytelen Helyes vélasz indok Helytelen vélasz
indokkal indokkal nélkil

3. dbra

A fliggvény definiciéjara adott hallgatdi valaszok besorolhatok voltak Vinner és Dreyfus altal
megadott kategéridkba. A 34 hallgatobdl a 4. kérdésre 16 helytelentl vagy egyaltalan nem
valaszolt, a helyes valaszadok koziil 8 hallgatd a fiiggvényt mint megfeleltetést, 6 hallgaté mint
reprezentacidt definialta, 4 hallgato szerint pedig a fiiggvény egy szabaly (4. abra).

4. kérdésre adott hallgataéi valaszok szama

16

8
J :
Megfeleltetés Szabaly Reprezentacié  Helytelenil vagy
nem valaszolt

4. dbra

3 hallgatd 1.1-1.3 kérdések valamelyikére helyes valaszt adott helyes indokkal, de a fliggvény
definici6jat helyteleniil vagy nem adtak meg. Egy hallgaté bar nagyon pontos fiiggvénydefiniciot
adott, az 1. kérdések koziil egyikre sem valaszolt. 4 hallgat6 megadta ugyan a fliggvény
definiciojat, de az 1. kérdések valamelyikére a helyes valaszt indok nélkiil irta le. A tobbi helyes
fliggvénydefiniciot megad6 hallgaté az 1.1-1.3 kérdések koziil legalabb az egyikre helyes valaszt
adott helyesen indokolva azt. Ok azok, akik olyan fogalomképzettel rendelkeznek, ami bar nem

hibatlan, de alkalmas arra, hogy raépitsiik az egyetemi tananyagot.
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3. Osszegzés

Jelen tanulmany kézéppontjaban a villamosmérnok képzésbe bekeriilé hallgaték fliggvény
fogalmardl alkotott képzetének és definicidjanak vizsgalta allt. A vizsgalatok Vinner és Dreyfus
(1989) kutatasai alapjan torténtek. Az altaluk felallitott kategdridk a fiiggvény fogalomara adott
hallgatéi definiciok alapjan jelen felmérésben is megjelentek. A kérdésekre adott helytelen
valaszok tobbségénél ugyanazok a hibdk mutatkoztak, mint az emlitett tanulmanyban. Nagyon
sok hallgat6é nem tudott helyes definiciét adni a fiiggvény fogalmara és ez dsszefliggésben van a
benntik kialakult fogalomképzettel is. A helytelen fiiggvény definicidkban legtébb esetben a sajat
gondolat irdsos formdaban val6 kivetitése okozta a pontatlan, hianyos és nem vilagos feleleteket.

A fogalmat nem lehet elsajatitani egy 1épésben. Szamos koztes szakasznak kell megel6znie a
teljes fogalomelsajatitast [4]. Az eredmények viszont arra engednek kovetkeztetni, hogy ez a
folyamat a vizsgalt hallgaték esetében valamely szakaszban ,megtort”. Mindez indokolja a
figgvényfogalom Aaltaldnos és kozépiskolai tanitasi gyakorlatdnak mélyebb, alaposabb
vizsgalatat, szem el6tt tartva Benjamin Bloom 4altal kidolgozott kognitiv (értelmi) szint-
taxon6miakbol felépiil6 taxondmia rendszert (ismeret, megértés, alkalmazas) [1].

Irodalom

[1] A. Ambrus, Bevezetés a matematikadidaktikdba, ELTE E6tvos Kiad6, Budapest, 1995.

[2] A. Vigné Lencsés, A miiszaki foiskolai matematika-oktatds eredményességének névelése,
Acta Pedagogica, 1, no. 2 (2001), 37-46.

[3] S. Vinner, Concept definition, concept image and the notion of function, International
Journal of Mathematical Education in Science and Technology, 14 (1983), 293-305.

[4] T. Dreyfus, S. Vinner, Images and definitios for the concept of function, Journal for Research
in Mathematics Education, 20 (1989), 356-366.
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Abstract. In the following we present a vehicle dynamics simulation program developed in MATLAB
environment. The program is capable of calculating the dynamics functions of a vehicle from its technical
data as input parameters. The program has been successfully applied for the optimization some of the
technical data of an electric driven race car that was designed and constructed at the Department of
Mechanical Engineering of the Faculty of Engineering University of Debrecen.

1. Az MVM futam

Az elmult években egyre gyakrabban esik sz6 arrél, hogy Foldiink és lakossaga egy sulyos
problémaval szembesiil: kérnyezetiink szennyezésével, amely napjainkban is folytatodik. A
kozuti kozlekedés jelenlegi formajaban az egyik legjelentésebb kornyezetszennyez6. Ma mar
léteznek olyan technologidk [1], amelyek forradalmasithatjdk az ehhez haszndlt jarmtiveket és
egyéb eszkozoket, ezaltal csokkentve a kdros anyag kibocsatast. Ezen technoldgiak fejlédéséhez
természetesen tovabbi kutatasok sziikségesek.

Az MVM futam a kornyezetbarat technolégidkon alapuld, alternativ hajtast jarmiivek versenye.
A rajthoz Aall6 jarmiivek alkotdéi fiatal szakemberek, tobbnyire mérnokhallgaték, akiket
munkajukban kisebb-nagyobb cégek, egyetemi tudaskozpontok, tanszékek segitenek. [2] A
2014. és 2015. évi versenyeken a DE MK Gépészmérnoki Tanszékén Kkifejlesztett versenyautoval
mar szerepeltiink, 2. és 1. helyezést érve el.

1. dbra A 2015-6s MVM futam rajtja, elsé helyen a gépészmérndki tanszék versenyautoja
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2. A szimulacioés program célja

A minél eredményesebb versenyzés érdekében fontos a jarmili miszaki paramétereinek
0sszehangolasa. Ezeken beliil kulcsfontossdgii a hajtaslanc optimalizalasa. Ebbdl a célbdl
kifejlesztettiink egy szimulaciés programot [3], melynek segitségével meghatarozhatéak azon
optimalis (pl. a lanchajtast, futémiivet, a jarma sulyeloszlasat jellemz6) miiszaki paraméterek,
amelyekkel a kit(iz6tt menetdinamikai célok (pl. a versenytav megtétele a legrovidebb id§ alatt)
elérhetdk.

3. A versenyauto

Az aut6 az MVM futam ,Prototipus” kategdriara vonatkozo versenyszabalyzatnak megfelel6en
késziilt, és el6szor a 2014. évi versenyen szerepelt. A jarml vaza egy aluminium csévekbdl
illetve zartszelvényekbdl 6sszehegesztett térhalos szerkezet, amelyhez egy fiiggetlen, kettés
kereszt leng6karos els6 kerékfelfliggesztés, valamint az o6ndalléan rugéz6 hatsé hajtéegység
kapcsolodik. Az utébbi magaba foglalja a motort, motorvezérlést, lanchajtast, és a hatso
kerekeket. A vazszerkezet részét képezi még a jarmiivezet6 mellett két oldalon kialakitott
akkumulatortart6, valamint a biztonsagi szempontok figyelembe vételével kialakitott bukdkeret.

2. dbra. Az auté jelenlegi dllapota, burkolat és akkumuldtor nélkiil

A hajtasrol egy soros gerjesztésli, 4 kW-os egyenaramu motor [4] gondoskodik, amely
lanchajtason keresztiil adja 4t a nyomatékot a meghajtott, kipgoérgdkkel csapagyazott hatso
tengelynek, és az ahhoz mereven kapcsol6d6é keréknek. A jarmi lassitasarél kétkoros

fékrendszer gondoskodik kerekenként kiilon tarcsafékkel.
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4. A dinamikai modell

A szimulaciés programhoz egy olyan jarmiidinamikai modellt dolgoztunk ki, amelyben az autét
négy, egymassal szoros kapcsolatban 1év4 szerkezeti egységre bontjuk. Jelenleg az auténak csak
a jobb hatso kereke hajtott, de a kdzel jovében a bal hatsé kereket is hajtotta kivanjuk tenni, igy a
modellt mar erre a ,végleges” elrendezésre dolgoztuk ki. Ennek figyelembe vételével a fent
emlitett szerkezeti egységek az alabbiak:

1) Meghajtott hatso kerekek, és az azzal egyiitt forgé alkatrészek;

2) Szabadon futé elsd kerekek, valamint az azokkal egyiitt forgé alkatrészek;
3) Jarm{ifelépitmény, valamint a motor all6része;

4) Motor forgdérésze.

Ezen szerkezeti elemekre kilon-kiillon mozgasegyenleteket irunk fel, a kiils6 erdk és
nyomatékok mellett figyelembe véve a kilonboz6 szerkezeti elemek kozott fellépd (belsd)
er6ket és nyomatékokat (Newton III. torvénye alapjan).

AY
.'.+
=
X Fe J Az M
| ; .s:a),w@ “\}
1 11‘ 0 -’1\
! J“-"F |Nr

3. dbra. A versenyauté kiilonbéz6 szerkezeti egységeire hato erdk és nyomatékok
Ezt kovetden felirhatjuk a jaArm{ egyes szerkezeti egységeire vonatkozé mozgasegyenleteket:

Mozgasegyenletek a szabadon futé els6 kerekekre, és az azokkal egyiitt forgo
alkatrészekre:
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I. ZFiX=Te—Fte=me-aS—> T, =m, a5+ F
i

IL. ZFiy=Fne—Ne—me-g=O
i

I1. Z Mi(Se) = Mge +Mee —Fie'R=Ja" &
i

Mozgasegyenletek a meghajtott hatsé kerekekre, és az azokkal egyiitt forgo
alkatrészekre:

IV. ZF1X=Fth—Th=mh-as—> T, =—-my-as+ Fy,
i

V. ZFiyanh_Nh_mh'gzo
i

VL > Migs,) = Mgy + Moy + Fen* R = Mygraic = Jn - €
i

Mozgasegyenletek a jarmiifelépitményre:

VIL ZFiX=Th—Te—Flég =my-as
i

VIII.ZFiy=Ne+Nh—mO-g=o
i

IX. ZMi(SO)=Mmotor—(Mce+Mch)+Ne-le——Nh-lh—Te-w+Th-w=0
i

Mozgasegyenlet a motor forgérészére (csak forgoémozgasra):

. 1
X. = Mpotor + Mhajté =Jm €mot =Jm 12" €n (Sh = Emot E)

A ,slip” figyelembe vétele a hatso kerekeknél:

A slip” a kerékcsuszas mértéke, amelyet az alabbi 6sszefiiggés értelmez:

stip = 22 X7V 10004
vS
Ahol: wy, R és v a hatso kerék szogsebességének nagysaga, sugara és kozéppontjanak sebesség
nagysaga. A talaj altal a hatso kerekekre kifejtett strlédasi és nyomoéerd hanyadosat (azaz a
surlodasi tényez6t) megadhatjuk a ,slip” fliggvényében. Erre vonatkozik az alabbi, un Pacejka
yvarazsformula” [5, 6, 7]:

Fin

m =W = ¢ Sin (cz - atan (03 slip—cy - (c3 - slip — atan(c; - slip))))
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Ahol a ¢q,¢;, c3 és c, konstansokat méréssel kell meghatarozni.

| : ; ‘
20 40 60 80 100
slip [%]

4. dbra. A Pacejka ,vardzsformula” grafikonja c; = 0,9, ¢, = 1,4, c; = 7,936, ¢, = —10 értékek esetén
A légellenallasi eré szamitasa:
A légellenallasi er6 ered6jének nagysagara, az aldbbi dsszefliggés érvényes [7]:
1 2

Fleg =§'C'A'p'175
Ahol: C és A a jarm( alaki tényez&je és homlokfeliilete, p a leveg6 siirlisége, vs pedig a jarmi
kozeghez viszonyitott sebessége.
A gordiilési ellenallasi nyomaték szamitasa:

A gordilési ellenallasi nyomaték nagysagat - az elsd, és hatsé kerekek esetében - az alabbi
Osszefiiggésekkel szamitottuk [8]:

Mgezfe'Fner Mghth'Fnh

Ahol: f, és f;, a gordiilési ellendllas karja, F,, és F,,, pedig a talaj altal kifejtett nyomero6 nagysaga
az elsé, illetve hatsé kerekek esetében.

A csapagy ellenallasi nyomaték szamitasa:

A csapagy ellendllasi nyomaték nagysagat - az els6, és hatsé kerekek esetében - az alabbi
Osszefliggések szolgaltatjak:

d d
Mg = Ne2+Te2'Hcs'? Mchz"Nf%-l'T}%'”cs'E

Ahol: N, és T, valamint N, és T, a normalis és menetiranyu terhelés az elsd, illetve hatso
tengelyen, u. a csapagy ellendllasi tényezd, d pedig a csapagy atmérdje (kiipgorgds csapagynal a
kozepes atméra).
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5. A szimulaciés program

Az ismertetett dinamikai modellre alapozva, a Matlab [9] szoftver alkalmazasaval 1étrehoztunk
egy szimulaciés programot, amely az irodalombdl ismert és kisérletileg meghatarozott miiszaki
adatokbdl, mint bemend paraméterekbdl kiszamitja a versenyauté menetdinamikai jellemzdgit.

Y5 slipl—* o el 1) S e

| VI Blokk Vill. Blokk

VI. Blokk

5. dbra. A szimuldcids program blokkdiagramja

Az &bran lathaté nyolc blokk mindegyike Osszetett alstruktirdval rendelkezik, amit a [3]
forrasban részleteziink.

6. A program bemen0 paramétereinek kisérleti meghatarozasa

A szimulacios program bemend paraméterei koz6tt vannak olyanok, amelyek meghatarozasahoz
Osszetett mérési eljaras sziikséges. Ezen paraméterek egy részét mar meghataroztuk (motor
karakterisztika, tomegek, tehetetlenségi nyomatékok, a jarmii sdlypontja), a tébbit (gordiilési
ellendllasi kar, csapagy és légellenallasi tényez6) a késébbiekben tervezziik. Az elvégzett
mérések koziil itt csak a motor karakterisztikara vonatkozo6t ismertetjiik.
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A motor karakterisztika kisérleti meghatdrozasat a Debreceni Képz& Kozponttal (DKK)

egyiittm{ikodésben végeztiik a Debrecen, Budai Ezsaids u. 8/A székhelyen 1év6 II. szamu

Villanyszerel6 tanmiihelyben (E04). A 6. 4bra a méré6elrendezésrdl késziilt fényképet mutatja.

6. dbra. A motor karakterisztika mérése

A mérési elrendezés sematikus rajzat a 7. abra szemlélteti.

Tachogenerator (n)

e

Generator ,  Tengelykapcsolé

Motor

)

£ Nyomatékmérs (M)

Tapfeszlltség és

[— Terhelés =
motorvezérlés

7. dbra. A mérési elrendezés sematikus rajza

ol

@,

Umot :

Imot

A motor négy darab sorosan kapcsolt 12 [V]-os akkumulatorbdl kapja a tapfesziiltséget egy

motorvezérld elektronikan keresztiil. A motorra esé fesziiltség egy gazpedallal szabalyozhato.

A vazolt elrendezés pontosan ugyanaz, ami a versenyautéban iizem kozben megtalalhaté. A

motor karakterisztika mérését a gdzpedal maximum allasanal (padlégaz) végeztik el. A mérési

eredményeket a 1. tablazat tartalmazza.

Imot [A] 280 177] 180| 136
Umot [V] 18] 220 21] 21 22| 22,51 24,5] 27,5 29] 34| 39
Ibe [A] 340 270] 290 270 250 220 208| 203] 177] 180] 140
IUbe V] 49| 49] 49| 49| 49| 49| 49| 49| 49| 49| 49

1. tdbldzat. A motor karakterisztika kisérleti meghatdrozdsa sordn kapott eredmények
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A motor nyomatékat fordulatszamanak fliggvényében a 8. abra szemlélteti.

M[Nm]
80

70

40
30
20
10

0

60 7

50 7

AN

M(n) =

2,5-10°

(n+ 1723,8)2

® mért

— illesztett

0

500

1000

1500

2000

n[1/min]

8. dbra. A motor nyomatéka fordulatszdmdnak filiggvényében

A mért értékeket a Maplel3 [10] szoftver segitségével megillesztettiik. Az illesztéshez

alkalmazott fliggvény és képe a 8. dbran lathaté.

7. A program altal szolgaltatott menetdinamikai fliggvények

A programmal el8allithaté menetdinamikai fliggvények az alabbiak:

A jarmi gyorsulasa, sebessége és az altala megtett it a menetidé fliggvényében.

A talaj altal a jarm{ kerekeire kifejtett tangencialis és normalis irdnyu er6k a menetid6

fliggvényében.

A tangencidlis és normal iranyu tengelyterhelések a menetid fiiggvényében.

A gordiilési és csapagy ellendllasi nyomatékok a menetidd fliggvényében.

Alégellenallasi er6 az id6 fliggvényében.

Kerékcsuszas (,slip”) a menetidd fliggvényében.

A fenti fliggvényekbdl példaként most bemutatunk néhanyat kiillonb6zé bemend paraméterek

rogzitése mellett. Az 9. dbra a versenyautd hatsé kerekeinek kertiletén fellépd vonderdt mutatja

a menetidé fiiggvényében, kiilonbozd lancattételek esetén. Az attételen kiviil minden maés

bemend paraméter egyezik a harom esetben.
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9. dbra. A hdtsé kerekek kertiletén fellép6 vonderd a menetidé fiiggvényében kiilénbozo ldncdttételek esetén

A 10. &bra a versenyautd sebesség-id6 fiiggvényeit szemlélteti ugyanazon lancattételek mellett.
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10. dbra. Sebesség-idd fiiggvények kiilonbozo ldncdttételek esetén

A 11. abran a versenyauto elsé és hatso kerekeire haté6 nyomoéerdket abrazoltuk a menetid6
fliggvényében ugyanazon bemend paraméterértékek mellett.
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11. dbra. Az elsé és hdtsé kerekekre haté nyoméderd a menetidd fiiggvényében

50



Conference on Problem-based Learning
in Engineering Education 29.10.2015

University of Debrecen
Faculty of Engineering

8. A program alkalmazasa egy optimalizalasi feladatra

A szimulaciés program f6 célja, hogy segitségével meghatarozzuk azon optimalis miiszaki
adatokat, amelyekkel a legjobb menetdinamikai tulajdonsagok érheték el. Természetesen
kiilonb6z6 versenyfeladatokhoz kiilonb6z6 optimalis értékek tartoznak. Mas értékek lesznek
idealisak példaul egy hosszu tava korverseny, vagy egy rovid tava (pl. 200m hosszi) gyorsulasi
verseny esetén. A tovabbiakban példaként a gyorsulasi verseny esetével foglalkozunk két
paraméterre elvégezve az optimalizalast. A két paraméter egyike a jarmi sulypontjanak hatso
tengelyt6l mért vizszintes irdnyu tavolsaga, a masik a lancattétel értéke. A tobbi paraméter
értékét a versenyautdban jelenleg alkalmazott értékekben rogzitettiik. Az optimalizalas elve az,
hogy a lancattétel értékét, valamint a sulypont hatsé tengelyt6l mért tavolsagat a [2;8] és
[0;0,675][m] tartomanyokban valtoztatva megkeressiik azon optiméalis értékparokat,
amelyekkel 4116 helyzetbdl indulva legrovidebb id6 alatt teljesithetd a 200m-es tav.

12. dbra. A 200 m-es tdv megtételéhez sziikséges menetidbk a ldncdttétel és a hdtso keréktdl mért
sulyponttdvolsdg fiiggvényében

Az eredményekbdl leolvashatd, hogy a minimdalis menetidé akkor érhet6 el, ha a jarmi
sulypontja a hatso tengelytdl 0,34 — 0,47m tavolsagban van, és 5-0s érték koriili lancattételt
alkalmazzuk.

9. Osszefoglalas

Az ismertetett szimulacids program - a fejlesztések jelenlegi szintjén - egyenes palyan gyorsito
jarmdd menetdinamikai fiiggvényeinek el6allitdsara szolgadl a jarmivet jellemz6 miiszaki
adatokbdl. A szokasos menetdinamikai fiiggvények (gyorsulas-, sebesség- és ut-id6 fliggvény)
mellett a program képes a talaj altal a kerekekre kifejtett tangencialis és normalis iranyu erdk,
valamint tengelyterhelések id6fliggésének szamitasara.

A program a jarmii mozgasat befolyasold hatasok (tényezdk) szinte mindegyikét figyelembe
veszi, igy példaul a motor karakterisztikat, gordiilési, csapagy és légellenallast, a forgd részek
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tehetetlenségi nyomatékait, a jarmii sdlypontjanak helyét, valamint a kerék és talaj kozott
fellépd surlodasi tényezdt a kerékcesuszas (,slip”) fiiggvényében.

A program miikodéséhez sziikséges bemend miiszaki paraméterek egy részét a tanszékiinkon
tervezett és kivitelezett elektromos meghajtdsi versenyautd esetében mar kisérletileg
meghataroztuk, ilyenek a motor karakterisztika, a forgd részek tehetetlenségi nyomatékai
valamint a jadrm{ sulypontja. A hidnyz6 paraméterek meghatarozasat a jovoben tervezziik.

A program egyenes palyan torténd gyorsitas esetén mar jelenlegi formajaban is alkalmazhaté a
legkedvez6bb menetdinamikai tulajdonsdgokat biztositdé optimalis miiszaki paraméterek
meghatarozasara. Ezt egy két paraméteres optimalizalasi feladat formajaban be is mutattuk.

A jovOben tervezzilk a program tovabbfejlesztését egy teljes, kanyarokat is tartalmazo
versenypalydara, amely gyorsitasi és fékezési szakaszokat egyarant tartalmaz. A végsé célunk egy
Uj tanszéki versenyauto tervezése és megépitése, amelyet mar a tovabbfejlesztett programunk
altal meghatarozott optimalis miiszaki paraméterekre alapoznank.
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Abstract. In the framework of TAMOP -4.2.3-12/1/KONV-2012-0048 project we elaborated a program
module “The Language of Mechanics’, which is recommended mainly to graduating secondary school
students, but it can also be a useful practical supplement for college and university students in the subject
Dynamics. In the program module a rolling motion problem is studied by students - supervised by
teachers -theoretically and experimentally, applying a set-up which has been recently developed at the
Faculty of Engineering the University of Debrecen. In the present work we describe measurement
technique developments which had been made on the set-up applying NI devices and LabVIEW.

Bevezetés

»A természettudomanyokban az igazsag egyediili kritériuma a kisérlet.”
R. P. Feynman Nobel-djijas fizikus

Az ut6bbi években a miiszaki fels6oktatadsban tanuld hallgatok matematikai, fizikai ismeretének,
matematikai gondolkodasi szintjének hanyatlasat tapasztalhatjuk; aggodalomra ad okot, hogy a
végzett mérnokok korében visszaesett a matematika és a fizika alkalmazasanak képessége. [2,
10, 11, 14] A fels6oktatas modszertana eddig eléggé elhanyagolt teriilet volt, arra épitve, hogy a
legértelmesebb didkok keriilnek be a féiskolakra, egyetemekre, és 6k maguk is meg tudjak
tanulni a leadott anyagot. A tapasztalatok azonban azt mutatjak, hogy a hagyomanyos
matematikaoktatas valtoztatasok nélkiil kevés a problémak megoldasara. Sziikség van olyan 1j
modszerekre, melyek a hagyomanyos oktatdst kiegészitik, modositjdk. A jelenlegi helyzet
javuldsahoz elvezet6 modszer a matematika- és fizikaoktatas tartalmi megujitasa, djragondolasa.
[4] Arra kell torekedniink, hogy a matematika- és fizikaoktatds az ismeretek ataddsanak
klasszikus szemléletmédu utjan valtoztassunk.

E célt szolgdldé mddszertani Ujitdsunk példaul a Debreceni Egyetem Miszaki Karan uj
szemléletben {rédott ,Matematikai eszk6z6k mérnoki alkalmazasokban” cimii kotet [9], mely
els6sorban azt hangsulyozza, hogy miért kell matematikai modszereket, fogalmakat megtanulni,
hol és hogyan alkalmazhatok ezek. [8] A mérnoki tudomanyokbol vett példak és a dinamikus
geometriai szoftverek alkalmazisa szemléletesebbé teszi a mérnoki fizika és a matematika
oktatasat, tovabba érthetébbé teszi e targyak adott tudomanytertlettel valé kapcsolatat. A
motivacio, az oktatdsi haszna mellett a dinamikus geometriai rendszerekkel késziilt animaciok
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példaul hatékony segédeszkozt jelentenek kiillonb6z6 mérnoki alkalmazdsok dinamikus

modellezéséhez. [6, 7]

Kisérletezés nélkiil elképzelhetetlenek a fizika, illetve a fizika tanitasa az iskolaban. A fizika
tanitasa sordn helye van a figyelemfelkelt6 latvany-kisérleteknek, a kvalitativ
jelenségbemutatasnak, a  demonstraciés  méréseknek, a  magyardzatot = segitd
modellkisérleteknek. [3] A fizikatanitas egyik fontos és érdekes témakoréhez, a mozgastanhoz
készitett programelemmel olyan rendhagyé 6ra el6készitése volt a cél, melyen a tanul6/hallgato
egy problémat kisérleti és elméleti iton is vizsgal és az igy kapott eredményeket Osszeveti.
Mindekdzben kombinaltan haszndlja a matematikai, fizikai és szamitastechnikai ismereteit,
illetve megismerkedik tobb szamitégépes program hasznalataval.

1. Mozgastani programelem NI eszkozokkel

A kisérlet-alapti médszertani Gjitassal kapcsolatosan megtartott rendhagyé kozépiskolai 6rak a
,TAMOP-4.2.3-12/1/KONV-2012-0048 Tudomanyos eredmények elismerése és disszeminacibja
a Debreceni Egyetem kutatoéi, oktatoi és hallgatéi altal” cim{ palyazat keretében valdsultak meg.
A programelemet tizenkettedik osztalyos kozépiskolas didkoknak ajanljuk, de hasznos
gyakorlati kiegészitést nyudjt egyetemistaknak és féiskolasoknak is a Miiszaki mechanika [5]
azon beliil a Mozgastan cim{ tantargyhoz [13]. Emellett hasznos otleteket merithetnek bel6le a
tanarok, oktatdk is. (1. abra)

1. dbra. A régi kisérleti eszkoz

A fizikai kisérletek tanterembe vitelére a szamos modszertani Ujitas koziil egyet emelnénk ki,
egy magyar fejlesztéslii, Webcam laboratory [12] nevl szdmitégépes programot, mely a
szamitogéphez csatlakoztatott kamerat hasznalja fel egyszer( és latvanyos kisérletek, mérések
elvégzésére. Tanari vezetéssel az iskoldban a fizika o6ran vagy otthoni kisérletekkel
megfigyelhet6 és mérésekkel vizsgalhaté a természet sok érdekes jelensége. Mi moddszertanilag
motival6bbnak éreztiik, ha a tanuldk sajat maguk hajtjak végre a kisérletet; tobbek kozott a valds

mérés kdzben felmeriil6 hibaforrasokat is megtapasztalhatjak igy.

A mérnokképzés els6 évében (és a kozépiskolas didkoknal) kritikus fontossagii megismertetni a
hallgatékat a mérnoki tudomanyok jelent6ségével. A National Instruments mérnoki gyakorlatba
bevezetd oktatdsi megoldasai esetében az NI LabVIEW [15] rendszertervez6 szoftver tobbféle
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oktatasi hardverplatformmal pdarosithat6, igy a hallgatéknak/didkoknak szdmos teriileten
gyakorlatias képzési tapasztalatokat nyujt. [1] Sziikség van arra, hogy a kdzépfoku és fels6foku
képzésben nagyobb szerephez jusson az 4j eszkozok alkalmazédsa a hasznalati lehetdségeket
megmutatva. E cél vezérelt benniinket abban, hogy a mozgastani programelemet kiegészitettiik
szoftveres és hardveres NI eszk6zok hasznalataval.

Ezen fejlesztések el6szor hardver-, majd szoftver szintjén is megjelentek. A fejlesztések soran
alapvet6en a pontosabb idémérést tlztik ki célul, majd program segitségével kiilonb6z6
kinematikai grafikonok felvételét. A fent emlitett programelem részeként megvalositasra keriilt
berendezésre felszereltiink hat darab MSW-0 tipusti mikrokapcsolét. (2. abra)

2. dbra. Az MSW-0 tipust mikrokapcsolo

A mérésekhez a DE MK Miszaki Alaptargyi Tanszékének birtokdban 1év6 NI-9234 adatgytijtd
kartyat hasznaltuk USB platformmal. Az eszkoz egy négy csatornas, dinamikus rezgésmérésre
kifejlesztett kartya. A bemeneteire érkezé jeleket IEPE (integrated electronic piezoelectric) és
non-IEPE szenzorok segitségével dolgozza fel, csatornanként masodpercenként maximum
51200-at. A kdrtya anal6g jelek beolvasasara képes. Az eszkoz a cRio nevet viseli. (3. dbra)

NATIOMAL

TNSTRUMENTS

NI USB-9162

Hi-Speed USB Carrier

3. dbra. A felhaszndlt mérésadatgyiijté egység

Egy szerel6doboz keretein beliil keriilt megvalodsitasra a kontaktus létrehozasa az egyes részek
kozott. Mind biztonsagi, mind praktikussagi okokbdl sziikséges volt. (4. abra)
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4. dbra. A szerelédoboz

A szerel6dobozban (4. abra) egy USB csatlakozot, egy BNC csatlakozot és tobb szal vezetéket kot

0ssze a kapcsolas. Az USB csatlakozé 4 szal vezetéket tartalmaz: VCC, Data +, Data -, GND. A
kapcsolas sematikus rajzat mutatja az 5. abra.

Lejté
:E]j ‘ GND ; ; ; ; ; ",

vCce vCcC
_ usB =}
2 GND
i
3
<<
2=
(—— Szamitogep
]
USB
] =
[]
Adatgylijté

5. dbra. A kapcsolds sematikus rajza

Miutan a hardveres fejlesztésekkel digitalizalasra kertiltek a jelek, ezen jeleket a LabVIEW 2012
programban olvastuk ki. A mért értékeket az elméleti iton meghatarozott s(t) fliggvénnyel

Osszevetve a 6. dbra szemlélteti 5°-os lejt6szog esetén.
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6. dbra. Az acélhenger stlypontjdnak tit-id6 fliggvénye a=5° lejt6sz6g esetén
2. Osszefoglalas

A mozgastani programelemiink a gordild mozgas vizsgalatan keresztill bemutatja, hogy a
mechanika, matematika és szamitastechnika eszkozeinek 6sszehangolt alkalmazasaval hogyan
szamithat6 ki egy fizikai test mozgasa, majd a kisérleti megvaldsitason keresztiil bemutatja az
elmélet és a valdsag kapcsolatat. E programelemet egészitettiik ki szoftveres illetve hardveres
eszkozokkel, a modszertani kivanalmaknak megfelel6en, hiszen sziikség van arra, hogy a
kozépfoka és fels6foki képzésben nagyobb szerephez jusson az 1j eszkozok alkalmazasa a
hasznalati lehet6ségeket megmutatva. Az interaktiv foglalkozas soran a kozépiskolas diakok
betekintést nyernek a Newtoni mechanika vilagdba, és hasznos gyakorlati és elméleti
ismeretekre tesznek szert. A didkok személyesen tapasztaljdk meg, hogy egy gyakorlati
probléma megoldasa hogyan kivitelezhet§ tobb tudomdanyteriilet eszkozeinek egyiittes,
0sszehangolt alkalmazasaval.
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Megujulo villamosenergia-termelés szerepe egy
kisvaros energiaellatasaban
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Abstract. The cities of the world to meet the energy demands use primarily fossil fuel. The current rate of
fossil fuels steadily reduced aren’t renewed in human rate. Currently, there are efforts to give local energy
needs from renewable energy sources can help satisty. In Hungary, renewable energy sources are present
in rudimentary measured. This article aims to show how a town in Hungary importance of renewable
energy presence. Examine a community energy endowments and analyze whether it is worth to invest in
renewable energy equipment.

Bevezetés

Napjaink egyik legnagyobb problémajava nétte ki magat a fosszilis energiahordozék kimertilése,
valamint az azok kitermelése és felhasznalasa kovetkeztében jelentkez6 kornyezetszennyezés.
Ennek kovetkeztében egyre nagyobb hangsudlyt kapnak a megujulé energiaforrasok, egyre
nagyobb az érdekl6dés az alternativ megoldasok alkalmazasa irant.

Kutatasi témank kivalasztdsa soran is ebbdl az egész vilagot érint6 helyzetb6l indultunk ki. Azt
szerettiik volna kideriteni, hogy mekkora szerepe van a megujuld energiaforrasoknak egy
atlagos par ezer f6s magyarorszagi telepiilés életében, valamint a telepiilés milyen mértékben
lenne képes alkalmazni a megajulé energiaforrasokat villamosenergia-sziikségletének
kivaltasara.

1. Megujulo villamosenergia-felhasznalas magyarorszagi

helyzete

Magyarorszag adottsagai a megujulé energiaforrasokat tekintve nagyban eltér6 értékeket mutat.
Az alabbi tablazat a Magyarorszagon iizembe helyezett megujul6 energiaforrasokat hasznosito
erdmiivek kapacitasat mutatja 2013-ban.
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Megtijulé energiaforrdsok | Elédllitott villamosenergia-mennyiség (GWh)
Napenergia (PV) 25
Szélenergia 717
Geotermikus energia 0
Vizenergia 213
Biogaz 29
Biomassza 1470

1. tabldzat: Megujulé energiaforrdsokbol megtermelt villamosenergia-mennyiség Magyarorszdgon
2013-ban Forrds:[1 alapjdn sajdt szerkesztés]

A legnagyobb mértékben szilard biomasszabdl allitunk el6 villamos energiat. Az orszag beépitett
Osszes biomassza kapacitds 162 MW, mellyel 1470 GWh villamos energiat allitottunk el6 2013-
ban. Ezt koveti a szélenergia, melynek beépitett kapacitasa 329 MW, amely 717 GWh villamos
energia el6allitasat fedezte a szél energidjanak segitségével. Az orszagban 6sszesen 32 vizerémii
talalhat6, annak ellenére, hogy foly6ink nem til nagy esésliek. A 32 vizer6mi beépitett
kapacitasa 54 MW, melyek elallitott villamosenergia-mennyisége 213 GWh volt 2013-ban.
Napenergia mennyiségét tekintve az orszag el6nyos helyzetben van, a napsiitéses 6rak szama
atlagosan évi 2100 ora. Villamos energetikai felhaszndladsa meglehet6sen alacsony. A
fotovoltaikus rendszerek kapacitdsa 15 MW, melyek villamosenergia-termelése 25 GWh volt
2013-ban. Geotermikus energiaval jelenleg Magyarorszagon még nem allitanak el§ villamos
energiat de Battonyanal mar folyamatban van egy a geotermikus energiat felhasznalé erémii
kiépitése, mely varhatdéan 2018-ra elkésziil és 12 MW aramot termel majd (EurObserv’ER 2014).

1. dbra. Komddi foldrajzi elhelyezkedése.
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2. Komadi varos bemutatasa

Komadi Hajdu-Bihar megye bihari részén, a Sebes-Koros folyé jobb partjan teriil el, Debrecen és
Békéscsaba telepiilésektdl megkozelitdleg egyenld tavolsagra. Jogallasat tekintve varos. Tertlilete
145 km2, lakosainak szama 2015 januarjaban 5421 {6 volt, de folyamatos cs6kkenést mutat.

A varos alap- és kozépfoku intézményeivel a kornyezé telepiilésekre vonzo hatast gyakorol,
mely Kiterjed a szomszédok Békés megyére is.

Gazdasagaban nagy szerepet jatszik az erdd és mezdégazdalkodas, valamint feltorekvében van az
ipari agazat. A teleptilés adottsagai kedvezdek a vallalkozasok megtelepedésének, svajci és olasz
ipari és mezbgazdasagi vallalkozasok is miikdédnek a telepiilésen melyek tébb szaz f6t
foglalkoztatnak (MEGAKOM 2010). A varos fejlédésében nagy szerepet jatszana a M4-es
autopdlya tovabbépitése Berettydujfalu-Nagykereki felé, illetve az M35-6s autépalya Debrecen-
Berettyoujfalu szakaszanak megépitése. Ezaltal Komadi konnyebben bekapcsolédhatna a
nagysebességii kozlekedési rendszerekbe, mellyel javulna t6kevonzé képessége is.

3. Komadi megujulé villamos energia hasznositasa

Ebben a részben bemutatjuk, hogy jelenleg mely megtjul6 energiaforrast hasznositjak villamos
energia el6allitasara Komadiban, illetve mely megujulé energiaforras lenne az, amelyiket még
feltételezhet6en gazdasagosan hasznositani tudnak a telepiilésen.

3.1. Napenergia

Komadi a napenergia-mennyiséget tekintve, orszdgos viszonylatban is kiemelked6en jo
adottsagokkal rendelkezik. A napsiitéses 6rak szama évi ~2080 6ra.

2. dbra. Napsiitéses 6rdk szdama Magyarorszdgon. Forrds: (met.hu)

A varosban jelenleg harom épiilet villamosenergia-sziikségletét fedezik napelemes rendszerek
segitségével.
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Komadi villamosenergia-igénye 677.800 kWh volt 2014-ben, ebbdl az dnkormanyzat altal
fenntartott épliletek és egyéb létesitmények villamosenergia-sziikséglete 267.800 kWh, ~40%
volt. Az 6nkormdanyzat villamosenergia-felhasznalasanak ~ 16 %-at azaz 43.000 kWh-t fedeznek
a mar felszerelt napelem-rendszerekkel (Komadi 6nkormanyzat).

Villamosenergia-fogyasztas és megujulo

KWhév energiatermelés megoszlasa
200000
700000 il fogyasztds termelés
600000
Jeien 410000
400000
300000 - 267800
200000 L .
100000 . 43000
0 1 —
Viros Egyéh Ktesitmények  Onkorminyzati Napenergia
epiileick

3. dbra. Villamosenergia-fogyasztds és megujulé villamosenergia-termelés megoszldsa.

A napelemes rendszerekkel felszerelt épiiletek illetve a tetdszerkezetiikre szerelt napelem-
panelek szama:

* Kerek egy ég alatt bélcséde: 12 darab 250 W-os napelemmel
* Kerek egy ég alatt 6voda: 40 darab 250W-os napelemmel

* Komddi Vdros Polgdrmesteri Hivatala: 120 darab 250 W-os napelemmel

= Komadi

VDOV B B IR . A
Dumnsnw@amn

i

4. dbra. Magyarorszdg szélsebessége 75 méteres magassdgban Forrds: (met.hu)
3.2. Szélenergia
Komadi teriiletén az atlagos szélsebesség 75 méteres magassagban 4,5-5 m/s nagysagu, amely

érték a magyarorszagi atlagos szélsebességet is meghaladja.

Jelenleg a varosban szélenergiat nem hasznositanak semmilyen formaban. A fent emlitett
szélsebesség mar alkalmas lenne kisebb szélgeneratorok meghajtdsaval villamos energia
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el6allitasara, mellyel tovabb csokkenthetné a varos a fosszilis energiahordozoktdl valo fiiggését,

ezzel is hozzajarulva a kdrnyezetszennyezés csokkentéséhez.

4. Komadi SWOT elemzése

Hogy kicsit pontosabb képet kapjunk Komadi helyzetérél SWOT elemzést készitettiink rola,
melynek segitségével konnyebben atlathatjuk a varos erdsségeit, gyengeségeit, jov6beni
lehetdségeit valamint veszélyeit. Ezeket az tényezdket az alabbi tablazatban foglaltuk dssze.

Erdsségek Gyengeségek
e Magas erd6- és mezdgazdalkodas e Alacsony infrastrukturalis ellatottsag
e Kiemelked6 napenergetikai lehet6ségek * Fosszilis energiahordoz6k ardnyanak
e ]o6 természeti és teriileti adottsagok tulsulya
e Nyitottsag e Tokehiany
¢ Kornyezettudatossag * Magas munkanélkiiliség
Lehetdségek Veszélyek
* Lakossagi és mez6gazdasagi hulladék ¢ Munkalehet8ségek hianya
energetikai felhasznalasa e Elavult tudas, tudashiany
* Geotermikus energia, szélenergia e Alacsony alkalmazkod6 képesség
hasznositasa * Globalis felmelegedés

» Palyazatok, timogatasok
*  Munkahelyteremtés

5. Javaslatok

Komadi helyzetét és adottsdgait megvizsgalva, javasoljuk a napenergia bdvebb kori
hasznositdsat. Az épliletekre tovabbi napelem-rendszerek telepitését villamos energia
eléallitasara, valamint a lakossag hasznalati meleg viz illetve flitési szlikségleteinek fedezését
napkollektoros rendszerek alkalmazasaval.

A varosban a mez6- és erdégazdalkodasbdl felhalmozddott hulladék, biomassza eré6mi illetve
tovabbi biomassza kazanok telepitésével szintén hasznosithat6 lenne villamosenergia- illetve
hétermelési célra.

A véros teriiletén jellemzd viszonylag magas szélsebességet figyelembe véve, javasoljuk az ezt az
energiat felhasznalé szélgeneratorok hasznositasat. A varosok teriiletén, az alacsonyabb
magassagokban jellemz6 mérsékeltebb szélsebesség miatt vertikalis szélgeneratorok
alkalmazasat javasolnank, ugyanis ezen berendezések nagy elénye a horizontalis
szélgenerdtorokkal szemben, hogy a vizszintes iranyb6l érkezd szél energidjan tdl, a levegd
felfele irdnyulé mozgasabol ad6dé energiat is képesek hasznositani. Kénnyen alkalmazkodnak a
széliranyvaltozasokhoz és alacsony szélsebesség mellett is képesek villamos energiat elgallitani.

Geotermikus energiat tekintve is jo adottsdgokkal rendelkezik a varos. Teriiletén négy termalkut
talalhat6, de mara mindegyik lezarasra keriilt. Ezek Gjbéli megnyitasaval, a kitermelt termalviz
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Ujbol hasznosithat6 lenne balneolégiai célokra, terményszaritasra, vagy egy kaszkad rendszer
kialakitasaval akar az épiiletek flitésének fedezésére.

6. Osszegzés

Osszességében elmondhaté, hogy Komadi adottsagai, készonhetben féldrajzi elhelyezkedésének,
nagyon kedvezbéek. A megujulé energiaforrasokat tekintve, a nap- a szél- és a geotermikus
energidban sem szenved hidnyt. A napenergia villamos energetikai hasznositasa az idei, 2015-6s
évben mar el is kezd6dott, hdrom onkormanyzati tulajdonban 1évé épiilet villamosenergia-
szliikségletét fedezik napelemes rendszerek segitségével. Geotermikus energiat korabban
strandolasi célra hasznositottak, napjainkra azonban ez bezarasra kertlt. Szélenergiai adottsagai
lehet6vé teszik annak hasznositadsat kisebb szélgeneratorokkal, melyek telepitésével tovabb
csokkenhet a varos filiggése a fosszilis energiahordozoktol.

A megujuld erdforrdsok hasznositisadra (a szélenergiat kivéve) allami tdmogatdsok illetve
Eurépai Uniés palydzatok vehetdk igénybe, melyek jelentds anyagi segitséget nyudjtanak, ezaltal
csokkentik a beruhazas megtértilési idejét is.

Kutatdsunk tovabbi célja, megvizsgalni, hogy Komadi varos 6nkormanyzati épiileteinek illetve
létesitményeinek  villamosenergia-sziikséglete  kivalthat6-e  megujulé energiaforrasok

felhasznalasaval. Ehhez mélyrehatébban vizsgaljuk a telepiilés gazdasagi helyzetét valamint
adottsagait a megujulo energiaforrasokat tekintve.

Hivatkozasok

[1] The state of renewable energies in Europe (2014): http://www.energies-
renouvelables.org/

[2] Geographic Information System EurObserv’ER: http://observer.cartajour-
online.com/Interface_Standard/cart@jour.phtml?NOM_PROJET=barosig&NOM_USER=&L
angue=Langue2&Login=0K&Pass=0K Letoltés ideje: 2015.10.26

[3] Komadi 6nkormanyzattél kapott adatok
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Ortofotok pontossagi vizsgalata uttengelyek alapjan
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Abstract. The data obtained from orthophotos evaluation may vary in accuracy according to the scale and
resolution on the one hand and the types of cartographic units depicted on them on the other. Therefore,
expected accuracy of the data to be obtained from the photos meant for use should be known prior to
evaluation. Provided we have advance knowledge of the accuracy values, it may be judged whether the
data would meet the requirements of the task in hand. In order to define these accuracy values we have
evaluated aerial images of two chosen test sites by comparing points and lines obtained by landscape
measurements with those digitalized from orthophotos. The aim of our analysis was to determine the
difference between the vector files obtained from digitized orthophotos and those obtained by using
geodesic measurements. We have examined whether accuracy changed with different resolutions of
orthophotos. By using statistical methods we defined the expected accuracy of road centerlines digitized
from photos. The determination was done by using 0.1 m/pixel, 0.4 m/pixel and 0.5 m/pixel resolutions.
Our study wants to point out that the assessments we apply may indirectly be put to use for planning and
research work, and the resulting data may eftectively be used for road line planning, and determining road
segments and public utility crossings.

1. Bevezetés

Az ortofotok elemzése sordn, a méretaranyukbdl, a felbontadsukbdl adéddan eltérd pontossagu
adatok nyerhet6ek (Hokle 1996, Manzer 1996, Klang 1998, Greenfeld 2001, Mena 2005, Ayhan
2006, Varga- Bir6 2013, Mesas-Carrascosa 2014). A tavérzékelési adatok kiértékelésének
lehet6ségei nagymértékben fliggenek a felbontast6l (Rau 2002, Rossi 2004, Sivri 2004, Bako
2010 b). A kiértékelés soran nyert informaciék pontossaga azonban nem csak a felbontastél
fligg, hanem attodl is, hogy milyen tartalmat kivAnunk meghatarozni. Mas példaul a pontossag egy
pont, mas egy vonal, és egy poligon esetében is. (Varga et.al.) Ezen tilmenden az Grfelvételek és
az ortofotok interpretacioja tévedések, hibak lehet6ségeit is magukban hordozzak (Szab6 2011).
Helytelen interpretaciéhoz vezet a kiértékelésben, ha példaul a vizsgalatokat nem a keresett
objektum-tipusnak, az adott feladatnak megfelel6 felbontasu tavérzékelt felvételen végzik (Bakd
2010a).

Egyes feladatokhoz elegendd lehet egy kis felbontassal rendelkez6 felvétel, mig mas esetben egy
nagyfelbontdsii ortofot6 sem biztositja feltétleniill az elvégzendé feladat pontossagi
kovetelményeit. Ahhoz, hogy el tudjunk igazodni a forgalmazok altal kinalt termékek kozott, a
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felbontason tul ismerniink kell az otofotdk és (irfelvételek pontossagat és megbizhatdsagat
egyarant (Smith 1997, Akdeniz 2004, Alexandrov 2004).

Az ortofotok pontossagainak ismerete nélkiil nehéz eldonteni azt, hogy az adott feladatra
vonatkoz6 pontossagi kovetelményeknek, eldirdsoknak a térképiink eleget tesz-e. Fontos annak
ismerete, hogy a felvételekbdl nyerhet6 adatokat és az ezekbdl nyert eredményeket milyen
szakteriileteken és milyen feladatokhoz hasznaljak majd fel. Ennek érdekében négy teriileten
folynak vizsgalatok a 1égi és (irfelvételek pontossdganak meghatarozasara. A kutatasi teriiletek
koziil egy Nyiregyhazan, egy Kecskeméten, egy a Hajdiihaton, Hajdubodszormény varostdl Keletre
(1), mig egy pedig Magyarorszag EK-i részén, Nyirlugos telepiilés kornyékén talalhaté (I1.) (1.
abra)

A vizsgalat arra keresi a valaszt, hogy milyen eltérések adddnak kiillonb6zd felbontasu
ortofotdkr6l meghatarozott vektoros allomanyok és a geodéziai moédszerrel meghatarozott
vektoros adatok kozott.

1. dbra. Az ,I"és 11" kutatdsi teriileteken felmért és digitalizalt iittengelyek elhelyezkedése.

2. Alkalmazott mdodszerek

A Kkutatds soran mindkét munkateriileten a terepen mért valamint az ortofotékon és
trfelvételeken digitalizalt vonalakat hasonlitottuk dssze.

Elemeztiik a 2012-ben késziilt 0,1 m/pixel felbontast, 2011-ben késziilt 0,4 m/pixel felbontasu,
valamint a 2007. évben késziilt 0,5 m/pixel felbontasu ortofotékat. A kutatashoz sziikséges a légi
felvételeket a 2012-es év kivételével a Foldmérési és Tavérzékelési Intézet (FOMI) szolgaltatta
2013-ban. A 2012-es év ortofotdit a Eurosense Kft bocsajtotta rendelkezésiinkre. 2007 ,2011 és
2012 években 50 cm-es, 40 cm-es és 0,10 cm-es térbeli felbontast, 24 bites (természetes szines,
valamint infravoros szines (CIR- Colour Infra Red)) légifelvételek késziiltek Vexcel UltraCam D
(2007) kamerakkal , melyek fékusztavolsaga 105,200 mm, valamint Vexcel UltraCam X
(2011,2012) kamerakkal 100,500 mm-s fékusztavolsdgokkal. Az ortofotdk méretaranya
egységesen 1: 30 000 volt.
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A kutatasi teriileteken elhelyezked6 uttengelyek koziil, csak a burkolt utakat mértiik fel, mivel a
szilard burkolattal rendelkez6 utak esetén a geodéziai meghatarozas egzaktabban végrehajthatd.

Az vizsgalt teriileteken felmért utak hossza 6sszesen 124 km, ennek a fél-kinematikus mérési
modszerrel torténé meghatarozasa sok id6t és koltséget vett volna igénybe, igy a mérést
kinematikus modszerrel Trimble R6 kétfrekvencias GPS vevivel végeztiik.

A mérés soran egy terepjaré tetején (szimmetria tengelyében) elhelyezett GPS vevd (rover)
segitségével tortént a felmérendd utak tengelyeinek meghatarozasa.” A felmérés el6tt sziikség
volt a kiilpontossagi elemek meghatarozasara, mivel a jarm{ nem az uttengelyben, hanem a
menetirdnynak megfelel6 forgalmi savban haladt a felmérés folyaman. A vevd tengelyének a
felmérendd ut szimmetria tengelyétdl (felfestett felezd vonaltol) valé tavolsaga, valamint a vevo
burkolattél valé magassdga hatarozta meg a kiilpontossagi elemeket. Ezen elemeket
mérdszalaggal megmértik és rogzitettik a GPS-ben. A mérés soran a GPS, a vevd
kozéppontjanak (az auté szimmetria tengelye) pillanatnyi pozicidjara végezte a
helymeghatarozast, de a beallitott kiilpontossagi elemek felhasznalasaval a miiszer folyamatosan
javitotta ezen mért koordinata értékeket, és ezaltal szamitotta az Uttengelyre vonatkoz6 aktualis
koordinatdkat. Mivel minden egyes utvonal felmérése el6tt a kiilpontossagi elemeket csak
egyszer mértiikk meg és allitottuk be a miiszerlinkben, igy ezek a javitdsok csak egy atlagos
értéket jelentettek, hiszen a forgalmi és egyéb okok miatt (az autd kigy6zé mozgasa, az ut
szélességeknek valtozasa, a felezd vonal felfestésének megléte, vagy hidnya miatt) folyamatosan
valtoztak, ezért meg kellett gy6z6dni arrol, hogy a vizsgalat eredményét a kiilpontossagi elemek
valtozasabdl ad6dd hibak érdemlegesen nem befolyasoljak.” (Varga et. al.)

A kinematikus mérés pontossagat fél-kinematikus mérési moddszerrel mért pontok
meghatarozasaval ellendriztiik. A mérend6 pontok tavolsagat 50 méterben hataroztuk meg.

Ahhoz, hogy a kutatds eredményeinek alapjat képez6 mérési eredmények pontossaga is
bizonyitott legyen, sziikség volt a felmérés soran alkalmazott alappont halézat valamint a
hasznalt miszer pontossaganak ellendrzésére is.

A felhasznalt referencia halézat pontossaganak vizsgdlatdit a munkateriileten elhelyezkedd
harom OGPSH (orszdgos GPS héalozat) ponton végeztik el. A miiszer pontossagat ugy
ellendriztiik, hogy a mért pontok 10 %-at mas miihold geometria mellett ijra meghataroztuk.

Az ortofotok digitalizalasat 1:1000 méretardnyban végeztiik a burkolatokra festett
felez6vonalak mentén, ezek hidnyaban a szimmetria tengelyek keriiltek meghatarozasra. (2.
abra)

Megfigyelhetd, hogy az els6é képen (0,1 m/pixel) és masodik képen (0,4 m/pixel) a digitalizalt
vonalak a terepen mért pontokon futnak, mig a harmadik képen (0,5 m/pixel) mar érzékelhetd a
pontatlansag.
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4 Measured road centerline points

— Digitized road centerline
0 35 7

2. dbra. 0,1 méter/pixel, 0,4 méter/pixel felbontdstii és 0,5 méter/pixel felbontdsi ortofotok
digitalizdldsa 1:1000-es méretardnyban

A 1égi felvételek vektorizalasa, valamint a terepi mérések feldolgozasa, dokumentalasa ITR5,
ArcGIS és Microsoft Excel szoftverekkel tortént. A digitalizalt és mért vizszintes koordinatak
felhasznalasaval szamitottuk az eltérések 0sszegét, az eltérések négyzetének 0sszegét, az atlagos
eltérést, a Gauss-féle négyzetes eltérést, az eltérések szorasat az eltérések medianjat, minimalis,
maximalis eltéréseket, a hibaterjedelmet. A statisztikai szamit4saink soran két mintas T probat
és F probat alkalmaztunk.

3. Eredmények

A referencia hal6zat megbizhat6saganak vizsgalatdhoz a kutatasi teriileten 1évé 3 alappontra
torténtek ellen6rzé mérések, melyeknek eredményeit a 1. tablazat tartalmazza. A dx és dy
koordinata eltérések atlagos értéke = 3 cm-en beliil volt.

OGPSH Y X Y X dy dx
pontok adott adott mért mért (cm) | (cm)
79-3451 | 835459,79 | 260606,73 | 835459,80 | 260606,75 1 2
79-4122 | 835684,94 | 269784,65 | 835684,89 | 269784,65 3 2
79-4338 | 846248,24 | 257514,30 | 846248,29 | 257514,25 2 5
Az eltérések atlaga: 2 3

1. tdbldzat. Szdmitott koordindta eltérések az Orszdgos GPS Hdlézat (OGPSH) pontjai alapjdn.

Azért valasztottuk a részletmérés modszeréiil a kinematikus mérést, mert egyrészt ez az egyik
legkoltséghatékonyabb terepi modszer. Mivel a kinematikus mddszer a mérés eredményeit
jelent6sen befolyasolja, ezért a kinematikus meghatarozasunkat fél-kinematikus mérésekkel
ellendriztiik. A fél-kinematikus mérés jellemz6 ponthibdja 1-2 cm, igy a kinematikus mérés
eredményeinek ellenérzésére alkalmas mddszer.
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Az ellen6rzé mérések sordan a pontok szama a teljes uthalézatra 50 darab volt. Az ellenérz6
mérések eredményei alapjan megallapithato, eltérések 88 %-a 0-30 cm kozotti intervallumba
tartozik (3. abra), a fennmaradé 12 %-ba a durva hibdk tartoznak. Az Osszehasonlitasbdl
szamitott eltérések alapjan (statikus, kinematikus mérés) megallapithaté, hogy a mérési
mddszer pontossdga az ortofotd vektorizdlasanak vizsgalatdhoz megfelel6 eredményeket
szolgaltat, hiszen a vizsgalt pontok tilnyomd része 30 cm alatti eltérést, tehat az ortofotd
felbontasa alatti értéket mutat. Ezért a vizsgalat sordn a kinematikus moédszerrel meghatarozott,
és az adott utvonalra vonatkozd atlagos kiilpontossagi elemekkel megjavitott koordinata
értékeket tekintjiik az uttengely mért koordinatainak a tovdbbiakban. (Varga et. al.)

4 0

/

_~

Number of points measured on the
terrain

Linear devm

3. dbra. Vizsgdlt littengely pontok és az ellendrzd pontok kozétti eltérés.

A lineadris eltérések bemutatasara 20 cm intervallumu kategéridkat hataroztunk meg. Ennek
alapjan a vizsgalt terepi pontok besoroladsadhoz 15 kategoriara volt sziikség. (2. tablazat)

A 2. tablazat alapjan megallapithaté, hogy a 0,6 m alatti eltérések 3 kategoériaba tartoznak, ezen
eltérések gyakorisaga 0,1 méteres felbontas esetén 100%, 0,4 méteres felbontas esetén 92,06%,
0,5 méteres felbontas esetén 90,75%. Az 1 métert meghaladd eltérések a nagy felbontastol a kis
felbontas felé haladva a vizsgalt pontok 0%-at, 2,3%-4at és 1,38%-at teszik ki.

A terepi pontok 0,1 méter / pixel felbontas esetén 100%-a, 0,4 méter / pixel felbontas esetén
52%-a és 0,5 méter / pixel felbontas esetén 47%-a 20 cm alatti eltérést mutat. Megallapithato,
hogy 0,4 és 0,5 m felbontasok esetén a linearis eltérések 80%-a a 1égi felvétel pixel méretén aluli
hibat mutat.
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Kategoriak Az eltérések Az eltérések Az eltérések Az eltérések
sorszamai osztalyokba gyakorisaga 0,1 gyakorisaga 0,4 gyakorisaga 0,5
sorolasa méteres méteres felbontas méteres
(méterben) felbontas esetén esetén (%-ban) felbontas esetén
(%-ban) (%-ban)

1. 0<0,2 100,00 52,12 46,52

2. 0,2<0,4 0 28,32 29,67

3. 0,4<0,6 0 11,62 14,56

4. 0,6<0,8 0 3,78 5,40

5. 0,8<1,0 0 1,86 2,47

6. 1,0<1,2 0 1,38 0,92

7. 1,2<1,4 0 0,46 0,37

8. 1,4<1,6 0 0,28 0

9. 1,6<1,8 0 0,09 0

10. 1,8<2,0 0 0,09 0,09

11. 2,0<2,2 0 0 0

12 2,2<2,4 0 0 0

13. 2,4<2,6 0 0 0

14. 2,6<2,8 0 0 0

15. 2,8<3,0 0 0 0
Osszesen: 100 % 100 % 100 %

2. tabldzat. A 2011 évi 0,4 méter / pixel felbontdst ortofoto, a 2006 évi 0,5 méter/pixel felbontdsii

7 sz

ortofoto, a 2013 évi 0,65 méter/pixel felbontasii tirfelvétel és a terepi felmérés vektorai kozotti
linedris eltérések az I. kutatdsi teriileten.

A relativ gyakorisag &brazolasa alapjan (melyik osztilyba a mintdk hany %-a tartozik)
megallapithat6, hogy minden mintank olyan jelleg(i, ahol az egyre nagyobb eltérésekhez egyre
kisebb gyakorisagok tartoznak.

Szérasanalizissel megvizsgaltuk, hogy a 0,1 a 0,4 és 0,5 pixel/méter felbontasoktdl fligg-e az
atlagos abszolut eltérések nagysaga. A munkank soran alkalmazott egy szempontos variancia-
analizis a kétmintads t-préba altaldnositasa tobb fliggetlen csoport esetére, tehat a varhato
értékeket hasonlitja 6ssze, mégpedig a teljes variancia felbontasaval. A prébastatisztikaval a
harom kiilénb6z6 felbontasra szamolt F érték 1ényegesen nagyobb, mint a kritikus érték, igy a
harom minta atlagos abszolut eltéréseinek varhat6 értéke nem tekinthetd azonosnak, tehat az
atlagos abszolut eltérések mértéke lathatoan fligg a felbontas nagysagatol. (4. abra).
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4. dbra. Vizsgdlt iittengely pontok és az ellendrzd pontok kozétti eltérések (méterben) 0,1m/pixel
(1),04m/pixel (2) és 0,5 m/pixel(3) felbontdsii ortofotok esetén

Megallapithatd, hogy az uttengelyek meghatarozdsanak pontossaga 0,1 és 0,4 méter/pixel
felbontasok esetén a pixel méretén aluli hibat mutat, 0,5 méteres felbontasnal ez az érték a pixel
mérettel azonosnak tekinthetd. (3. tablazat)

0,4 0,5 0,1

m/pixel m/pixel m/pixel

2011 évi 2006 évi 2012 évi

ortofoto ortofoto ortofoto
A minta atlaga: (m) 0,07 0,25 0,52
Eltérések szérasa (m) 0,04 0,24 0,44
Eltérések medidnja (m) 0,06 0,19 0,40
Maximalis eltérés (m) 0,19 1,84 2,91
Minimum eltérés (m) 0,00 0,00 0,00

3. tdbldzat. Osszefoglald adatok.

4. Osszegzés

Vizsgaltuk, hogy milyen eltérések adddnak egy ortofotérdl meghatarozott vektoros allomany és
geodéziai modszerrel meghatarozott vektoros alloméany kozott. Az ortofotékrodl digitalizalt
vektoros allomanyok illetve a geodéziai moddszerrel felmért vektoros allomanyok
0sszehasonlitasa alapjan kimutattuk, hogy az egyre nagyobb eltérésekhez egyre kisebb
gyakorisagok tartoznak. Igazoltuk, hogy a vonalak digitalizdlasanak pontossaga fiigg a
felbontastdl. A pontatlansdg folyamatosan né minél kisebb felbontasu ortofotét hasznalunk. A

vizsgalat soran tovabba megallapitottuk, hogy az Uttengelyek meghatarozasanak pontossaga 0,1
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és 0,4 méter/pixel felbontas esetén a pixel méretén aluli hibat mutat, 0,5 méteres felbontasnal ez

az érték a pixel mérettel azonosnak tekintheto.

Kimutattuk, hogy a vektorizalassal pArhuzamosan minden esetben sziikség van terepi ellenérz6

meérésekre, mely mérések alapjan a digitalizalas durva hibai kisziirhet6ek.
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A gazdasagi folyamatok matematikai
modellezésének modszertana

CzINEGE E., KEZI1 Cs.

University of Debrecen, kezicsaba@science.unideb.hu
University of Debrecen, czinege.edina@gmail.com

Abstract. In economics very important the applications of the mathematical methods. In this paper we
look more applications of calculus and linear algebra to economics.

Bevezetés

Egy cég optimdlis miikodéséhez elengedhetetlen és nélkiilozhetetlen, hogy a kozgazdasagtan
mélyebb rejtelmeit is megismerjiik. Azonban koénnyen észrevehetjiik, hogy a mélyebb
gazdasagtani oOsszefliggések megértéséhez komoly matematikai eszkdézrendszer ismerete
sziikséges. Eppen ezért a gazdasagi matematika rendkiviil fontos szerepet tolt be mind az
oktatasban, mind pedig egy cég életképes miikodésében.

A kovetkez6kben ismertetni fogjuk azokat az alapveté kozgazdasdgtani fogalmakat, amikre a
késtbbiekben hivatkozni szeretnénk, majd ravilagitunk arra, hogy a mérésekkel meghatarozott
,diszkrét” alakzatok ,folytonossd” valé Kkiterjesztése kulcsfontossagu szerepet jatszik a
gazdasagi folyamatok leirdsaban.

1. Kozgazdasagtani fogalmak

1.1. Keresleti fuggvény

Egy termék ara (P) és a keresett mennyiség (Q) kozotti kapcsolatot mutatja, feltételezve, hogy
egyéb a keresletet befolyasol6 tényezdk valtozatlanok.

Egy tipikus keresleti fiiggvény olyan, hogy ha egy bizonyos termék ara megnd, akkor az iranta
valo kereslet csokken, azaz egy tipikus keresleti fliggvény monoton csokkend. Természetesen
léteznek kivételek is, amikor az ar fliggvényében nem csékken, hanem éppen, hogy né a kereslet
(pl. ,,divatcikkek” esetén).
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1. dbra. Keresleti fiiggvény.

1.2. Kinalati fiiggvény

A kindlati fliggvény megmutatja, hogy a termel6k Kkiilonb6z6é arak mellett milyen

arumennyiséget kinalnak eladasra a piacon.

A termék aranak csokkenésével a kinalt mennyiség is csokken, azaz a kindlati fliggvény monoton

novekvo.

lJ. I

o

2. dbra. Kindlati fliggvény.
1.3. Egyensulyi ar
Az egyensulyi ar meghatarozasa két fiiggvény, a kinalati és keresleti fiiggvény k6zos pontjanak

(metszéspontjanak) meghatarozasa, amely egy egyenlet megoldasat jelenti.
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Az egyenlet megoldasaként megkapjuk az egyensulyi mennyiséget, majd ha vessziik a kapott
helyen akar a keresleti fliggvény, akdr a kinalati fliggvény helyettesitési értékét (hiszen az
emlitett helyen a két fliggvény helyettesitési értéke megegyezik), akkor megkapjuk az egyensulyi

arat.
tulkinalat
nagysaga
P D 5
B X
g e N
ps [

tulkereslet—hiany van

3. dbra. Egyensulyi dr, egyenstilyi mennyiség.

El6fordul6 matematika probléma: az egyenlet megoldasanak nehézsége (bonyolultsaga) a
keresleti és kindlati fiiggvények bonyolultsagatdl fiigg. Konnyen el6fordulhat, hogy elemi
eszkozokkel nem tudjuk megoldani a kapott egyenletet. [lyenkor vagy numerikus matematikai
eszkozokkel megkeressiik az egyenlet kozelit6 megoldasat, vagy valamilyen matematikai
szoftver segitségével oldjuk meg az egyenletet.

1.4. Elaszticitas

A Kkeresleti és bevételi fiiggvények vizsgalatat tekintve, természetesen nem mindegy, hogy
milyen ,mértékben” valtozik a kereslet az ar fiiggvényében. Igy jutunk el az elaszticitas, azaz
jovedelem rugalmassag fogalmahoz.
Az elaszticitds megmutatja, hogy ha egy fliggvény valtozéjanak értékét 1%-al noveljiik, akkor
hany %-al valtozik a fliggvény érték.
Kiszamolasa:

X
f()

Gondoljunk példaul arra, hogy attél fiiggetleniil, hogy ha egy s6 arat a felére leszallitjdk, még nem

E(x) = f' ().

biztos, hogy tobbet vasarolunk bel6le, azonban ha egy csokoladét ledraznak az eredeti ar felére,
akkor mar valdszintiibb, hogy t6bb fog belble fogyni, mint eredetlieg.
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Amennyiben f(x) egy keresleti fliggvény, Ugy az elaszticitds megmutatja, hogy ha 1%-al valtozik
az adott j6szag ara, akkor hany %-al valtozik az adott joszag irdnti kereslet mennyisége.

Ha O0<|E(x)|<1, akkor rugalmatlan, ha |E(x)|=1, akkor egységnyi rugalmassagu, ha |E(x)|>1,
akkor rugalmas fliggvényr6l beszéliink.

2. Egy emelt szint( érettségi feladat nyoman

Két eurdpai nagyvaros kozott egy repiil6ket tizemeltet§ tarsasag jaratokat kozlekedtet. Ezek a
jaratok legalabb 10 utas esetén indulnak, és a gépek legfeljebb 36 utas szallitdsara alkalmasak. A
tarsasag javitani szeretné a jaratok kihasznaltsagat. Tobbek kozott mérlegelik a kovetkezd
szabaly szerinti lizemeltetést:

e 20 vagy annal kevesebb utas esetén fejenként 16 000 Ft-ért inditanak gépet;

e 20 f6 feletti létszam esetén az 6sszes utas szamara annyiszor 400 Ft-tal csokken a 16 000
forintos viteldij, amennyivel a 1étszdm meghaladja a huszat.

a) Adjuk meg annak a B fiiggvénynek az a hozzarendelési utasitdsat, amelynél x az utasok
szamat, B(x) pedig a tarsasag bevételét jeldli x utassal inditott jarat esetén!

b) Hatarozzuk meg a fliggvény értelmezési tartomanyat!

c) Adjuk meg, hogy hany utas esetén lesz a repiil6tarsasag bevétele egy jaraton a legnagyobb, és
mekkora ez a maximalis bevétel?
A feladat megoldasa:
a) Ha 10 < x < 20 és x egész szam, akkor B(x) = 16.000x. Ha 20 < x < 36 és x egész szam,
akkor
B(x) = 16.000x — 400(x — 20)x = —400x2 + 24.000x.
Vezesslik be az U és VV halmazokat az alabbi definicioval:
U={x€eN|10 < x < 20} V ={x €N|21 < x < 36}.
Ennek megfelelGen a fliggvény leképezési szabalya

16.000x,hax € U

B =
() {—400x2 +24.000x, hax €V

b)c) A kapott fliggvény az egész szamok halmazanak egy részhalmazan van értelmezve, igy nem
differencialhatd, ezért a bevételi fliggvény értelmezési tartomanyat (dtmenetileg) terjessziik ki
oly médon, hogy U* = [10; 20] és V* =]20; 36] legyen.

Az U™ tartomanyon a maximumérték az U halmaz egyik hatarpontjdban van: 16.000- 20 =
320.000. A V* tartomanyon a derivaltfiiggvény —800x + 24.000, amelynek zérushelye x = 30-
nal van. A Bfiliggvény V*-ra vald lesziikitése egy ,lefelé nyil6” parabola, igy a stacionarius helye
globélis maximum hely is egyben. A maximum érték:
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B(30) = —400 - 303 + 24.000 - 30 = 360.000.

A Bfliggvény globalis széls6érték helyeként egész szamot kaptunk, igy a kapott érték az eredeti
halmazon értelmezett fiiggvénynek is széls6érték helye.

Mivel B(20) = 320.000 < 360.000 = B(30), ezért a B fliggvény maximumhelye x = 30,
maximum értéke B(30) = 360.000. A Kkapott maximum hely az eredeti értelmezési
tartomanynak is eleme, azaz 30 € U UV, kovetkezésképpen 30 utas esetén lesz maximalis a
bevétel, és az elérhetd legnagyobb bevétel 360.000 forint.

Megjegyezziik azonban azt, hogy a fiiggvénylink az egész szamok halmazan volt értelmezve, igy
azt is megtehettiik volna, hogy minden egyes pontba kiszdmoljuk a fiiggvény értékeket és
kivalasztjuk a kapott pontsor maximumat, azonban ennek a médszernek a hatranyait is latnunk
kell, nevezetesen, hogy ugyan nem kivdn a mddszer semmilyen magasabb szintdi matematikai
ismeretet, azonban a szamolasi igény mar kevés pont esetén is meglehetdsen nagy, ezért azaltal,
hogy az egész szamok halmazan értelmezett fliggvényt Kkiterjesztettiik a valdés szamok
halmazanak egy részhalmazara, jelen6sen megroviditettiik a szdmolast.

3. Egy 0sszetettebb feladat és megoldasanak ismertetése

Tudjuk, hogy egy bizonyos termék esetén, ha az ara 180 Ft, akkor 100 darab fogy bel6le, ha 100
Ft, akkor 200 darab, ha 60 Ft, akkor 300 darab.

a) Adjuk meg az adatokat ,négyzetesen legjobban kozelit6”
b
fG)=a+-
fliggvény ismeretlen paramétereit.

b) Vizsgaljuk meg a kapott fiiggvény keresleti fliiggvény elaszticitdsat! Hogyan valtozik a kereslet,
ha a 120 Ft-os termék arat 3%-al noveljiik.

c) Hatarozzuk meg az egyensulyi mennyiséget és az egyensulyi arat
g(x) =20+ 2x

kinalati fliiggvény esetén!

A feladat megoldasa:

Els6 1épésben elballitjuk a feladat feltételeinek megfelel$ keresleti fliggvényt, azaz keressiik azt
az

f(x)=a-x0+b-l
x

fliggvényt, amely a (100; 180), (200;100), (300; 60) pontokhoz (a tovabbiakban alappontok)
,legkodzelebb” helyezkedik el, azaz, ugy szeretnénk meghatarozni a paramétereket, hogy az
alappontoknak a megfelel6 fliggvényértékektdl vald eltéréseinek négyzetdsszege minimalis
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legyen. A feladat megoldasara tobbféle lehet6ségiink van. Az egyik az, hogy az f(x) fliggvényt az

x% és az % fliggvények linearis kombinacidjaként tekintjiik, majd az ismeretlen paraméterek (a és

b) meghatarozasahoz megoldjuk az Ggynevezett Gauss-féle normal-egyenletrendszert:
AT-A-x=AT-f

Ez egy inhomogén linearis egyenletrendszert, ahol az A matrix els6, illetve masodik oszlopa az

x9, illetve az % fliggvény helyettesitési értékei rendre alappontok elsé koordinatainak helyén,

azaz
100° L\ /1 L\
100 100
_ o 1 S
A= 200 o0 [=1]1 o0 [.
\3000 L/ \1 L/
300 300

—_
o=

Ezt felhasznalva az A matrix transzponaltja AT = < 11 _) , gy az AT - A szorzas

eredménye:

11

T .4 _ 600
A A= 45
600 360.000

Az f vektor az alappontok masodik koordinataibél 4116 vektor, azaz

_ (180 _ /340
f=1100)iggAT-f= 5 )
60 2

Az x vektor a keresett fliggvényben szerepl6 ismeretlen egytitthatékat tartalmazza, azaz

= (3)

A fentiek felhasznalasaval az emlitett Gauss-féle normal-egyenletrendszer:

11
3. — ()= <34510>
11 49 b 2 )
600 360.000 2

azaz részletesen kiirva az egyenleteket:

11
3a + ﬁb =340
R NP
600 360.000 2

adddik. Lathato, hogy az egyenletrendszer linearis, melynek az alapmatrixdnak a determinansa
nem nulla, igy megoldhaté példaul inverzmatrix-mddszerrel vagy Cramer-szaballyal. Az
ismeretlenekre egytitthatokra
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a=@z6,15ésb

228,000
13 - 3

~ 17538 ad6dik. Tehat a keresett fiiggvény:

80 228.000 1
13 x

f(x)=ﬁ+

200]
180
160
140 |
120 |
100 |
80|
60|
40|

20|

0 100 200 300 400 500 600 700 800 900 10001100 1200 1300 1400

4. dbra. A keresleti fiiggvény a meghatdrozott paraméterekkel.

b) A keresleti fiiggvény elaszticitas fliggvénye:

X ’
E(x) = o) f'(x),
ami jelen esetben
—228.000
B = = i )_x(W) _ —228.000 13x _ —228.000
YT F0o ) Y/ T80 228000 T T 13x  80x +228.000  80x + 228.000
3t 13x

Ha x = 120, akkor E(120) =-0,96, ami azt jelenti, hogy ezen a helyen a keresleti fliggvény
rugalmatlan.

c) A feladat feltételei szerint ugyanezen termékhez tartozé kinalati fliggvény:

g(x) =20+ 2x.
A kovetkez6kben meghatarozzuk az egyensulyi arat. Ehhez meg kell oldanunk az f(x) = g(x)
egyenletet:
80 N 228.000 2042
137 13x *

Mindkét oldalt megszorozva a kdzos nevezdvel
3200x + 9.120.000 = 10.400x + 39x2
adddik. Ha az egyenletet 0-ra redukaljuk, akkor azt kapjuk, hogy
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13x% + 90x — 114.000 = 0.

Egyszeriisitve, majd alkalmazva a maéasodfokd egyenlet megoldé képletét x; = —97,17 és

x, = 90,25 adédik. Mivel x > 0, ezért az egyensulyi arhoz tartoz6 kereslet x = 90 darab, az
egyensulyi ar g(90) = 200.

400 |
350
300
250
200
150
100

50]
0 50 100 150 200 250 300 350 400 450 500

5. dbra. Az egyensiilyi mennyiség és az egyenstlyi dr szemléltetése.
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Abstract. The game theory and the decision theory are very new sectors of mathematics. Given the long
history of mathematics, and the longer history of human conflict the mathematical theory of conflict
known as game theory is a surprisingly recent creation. John von Neumann published the fundamental
theorem of two-person zero-sum games in 1928, but at that time it was simply a theorem in pure
mathematics. The theory which provided a broader intellectual context, game theory, was begun in an
intense period of collaboration between von Neumann and the economist Oskar Morgenstein in the early
1940s. The decision theory is very important in economics. Decision theory has developed rapidly since
the early 1950s. Decision theory related to the field of game theory. Decision theory is concerned with the
choices of individual agents whereas game theory is concerned with interactions of agents whose
decisions affect each other.

Bevezetés

Mind a jatékelmélet, mind a dontéselmélet meglehet6sen Uj agai a matematikdnak. Az utébbi
idében azonban egyre kutatottabb teriiletté valtak, ugyanis egy gazdasagi rendszer miikodési
folyamataban kozponti szerepet toltenek be az ilyen iranyu vizsgalatok.

A jatékelmélet és a dontéselmélet filozdfidja kozott az egyik és talan a legfontosabb kiilonbség,
hogy a mig jatékelméletben tobb szereplé vesz részt, addig a dontéselméletben egyetlen
szerepld hozza meg a szdmaéra legoptimalisabb dontést.

1. Jatékelmélet

A jdtékelméletet precizen ugy definidlhatjuk, hogy a raciondlis szerepl6k stratégiai
interakcidinak elemzése. Ezen definici6ban azonban néhany dolgot meg kell magyaraznunk:

. interakcid: legaldbb egy jatékos dontései kozvetleniil befolydsoljak egy masik jatékos
magatartasat;
. racionalitas: az egyes jatékosok (a szamukra) legjobb cselekvést valasztjak.

A jatékelmélet, mint a matematika aga, viszonylag 0j, de az utébbi id6ében aktivan kutatott
teriilet. Kialakulasat tekintve -koézgazdasagi szempontbdl- mar Adam Smith munkassagaban
torténtek utaldsok (Lathatatlan kéz cimi értekezés), azonban korantsem jelent tudomanyos
megkozelitést, értelmezést. Az emberek mar a reneszansz korban kezdték elemezni a véletlenen
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alapul6 jatékokat, de csak a XX. szazadban kezdtek el olyan stratégiai jatékokkal foglalkozni,
melyekben a véletlennek egyaltalan nincs, vagy elhanyagolhaté a szerepe.

1928-ban Neumann Janos bizonyitast adott igynevezett minimax tételére, melyben leirja, hogy
az adott jatékosnak mely stratégiat kell valasztania. Ezen elmélet azonban nem tlint 6nmagaban
hasznosithaténak, hiszen alkalmazasa nem volt egyértelm(i. Oskar Morgenstein felismerte a
téma kozgazdasagi hasznossagat, igy eredményeiket tobb évnyi k6z6s munka utan publikaltak.

Kétféle jatékot kiilonboztetiink meg: szerencsejatékot és stratégiai jatékot. A szerencsejatékok
matematikai vizsgalata els6 sorban valdsziniliségszamitasi eszkozokkel torténik. A stratégiai
jatékok kimenetelére a jatékosoknak a fennall6 jatékszabalyok keretei kozott van befolyasuk.
Targyalasukhoz a matematika szamos teriiletére sziikség van. A jatékokra konfliktusok
jellemz6k. Minden jatékos érdeke, hogy biztositsa maga szamara a jaték elényos kimenetelét.

A résztvevOk szamanak megfelel6en beszélhetiink két, harom illetve n-személyes jatékokro],
azonban a ,személy” elnevezés nem feltétleniil egyént jelol. Jelenthet valamilyen vallalatot,
vallalati csoportosulast is.

A jatékos altaldban tobb stratégia koziil valaszthat. Ezen stratégidk egylittesét a jatékos
stratégiahalmazdnak nevezziik. Zermelo tétele szerint: egy kombinatorikus jatékban vagy
valamelyik félnek van nyerd stratégiaja, vagy mindketté6nek van dontetlen stratégiaja.

A jatékoknak két nagy csoportjat kiilonboztetjiik meg:
. determinisztikus jaték: ha a jatékosok altal valasztott stratégidk a jaték kimenetelét
egyértelmiien meghatarozzak (példaul a sakk);

. sztochasztikus jaték: ha a jaték kimenetelét csak bizonyos valdsziniiséggel hatarozzak meg

a valasztott stratégiak (példaul a lotto).

2. Egy jatékelméleti feladat

Két vallalat versenyez egymassal, A és B. Termékeiket 100, illetve 150 forintos &aron
értékesithetik, ennél az arnal a vallalatok profitja 2x. Ha ezt megosztjak, akkor mindkét vallalat
profitja x; x. Ha az egyik vallalat ara 100, a masiké 150, akkor az el6bbi a profit egy részét
elhaldssza és az olcs6bb megszerzi a masik piaci részesedését. Amelyik vallalat tehat nagyobb
profitot hataroz meg, az veszit. Tehat a jaték kifizetési matrixa

(A|B) 100 150
100 (x]x) (1,5x|0,5x) |.
150 (0,5x|1,5x) (0,5x]0,5x)

Tegyiik fel, hogy mindkét cég a sajat nyereségének maximalizalasra torekszik. (Ez egy
kézenfekvd feltétel.) Egy cégnek két lehet6sége van: 100, vagy 150 forintos aron értékesit.
Mindkét valasztas eredménye fiiggeni fog attdl, mit tesz a masik cég, de egyikiikk sem tudja,
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hogyan fog donteni a masik. Még ha lehet6ségiik is lenne az 6sszebeszélésre, akkor sem biztosan
bizhatndnak meg abban, hogy a masik megtartja az igéretét. (A kémkedést kizarjuk.)

Ha az egyik vallalat arra szamit, hogy a masik majd 150 forinton értékesit, akkor az optimalis
stratégia a 100 forint, hiszen ezzel elérhet6 a legnagyobb profit, mikdzben a masik semmit sem
profitdl. Amennyiben azt feltételezi, hogy a 100 forintos aron értékesit, akkor is az lesz a legjobb
valasztas, ha 6 is 100 forinton értékesit, hiszen igy meguszhatja, hogy elveszitse a profit egy
részét. Amennyiben persze mindketten 100 forinton értékesitenek, akkor mindketten
profitalnak fele-fele alapon.

Mindképpen a 100 forint lesz a meghatarozé stratégia mindkét résztvevlé szamara. Mindegy,
hogyan dont a masik jatékos, a 100 forinttal elkeriilhet6 a rosszabb lehet6ség. A vallalat szdméara
sajnalatos médon pont ez fog elvezetni ahhoz a szerencsétlen végkimenetelhez, hogy
mindketten elveszitik a vasarloikat.

Ha a csoport (azaz a két vallalat k6zo6s) érdekeit tekintjiik, akkor a helyes stratégia a kooperacié,
hiszen ez fogja a profitot maximalizalni. Barmely mas dontés el6nytelenebb lenne, ha a két
vallalat egyiittes érdekeit vizsgaljuk.

3. Dontéselmélet

A dontést formalis valasztast jelent alternativak kozott. Az alternativa legalabb két kiilonb6z6
valasztasi lehetGségre terjed ki. Egyetlen szerepl6 a szdmara legoptimalisabb dontést hozza meg.

Egy egyszeri példa: Ha Robinsont szamiizik egy lakatlan szigetre. Két dolog koziil valaszthat,
hogy mit vihet magaval. Irdnyt vagy banan? A kérdésre a valasz kézenfekvd, az iranytl less
szamara hasznosabb a szigeten.

A dontéselméletben rendkiviil fontos szerepe van a bizonytalansagnak, igy matematikai
eszkozként a valoszinliségszamitadsnak, a valdsziniliségi valtozéknak. Gondoljunk bele, hogy
nemcsak olyan nyilvanvaléan kockazatos dontésekesetén kell a véletlennel szamolnunk, mint a
szerencsejaték, a t6zsdei befektetés vagy az életbiztositds, hanem szinte minden dontésiink
esetén. A biztosnak hitt dllampapirokat is elértéktelenitheti egy inflacio.

4. Egy dontéselméleti feladat

Egy vallalatnak dontenie kell, hogy egy bizonyos alkatrész értékesitése esetén kiils6 cégtdl
rendelje-e meg, vagy sajat maga gyartsa-e le. Ha legyartja, akkor 3 féle gépsor felvasarlasa
addédik lehetéségként: kevésbé korszer(i, korszeri és modern gyartoésor. Ha az alkatrészt
megrendeli, akkor darabja 10 €-ba keriil. Ha a kevésbé korszeri gépet vasarolja meg és azzal
gyart, akkor a felmeriil6 koltségek: fixkoltség (a gyartosor ara) 3000 €, mig a valtozd koltség 8
€/db. A korszerl géppel torténd gyartds esetén a fix koltség 4000 €, mig a valtozd koltség
6€/db, valamint a modern gép gyartasaval a fix koltség 6000 € és 4 € a darabonkénti valtozé
koltség.
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Ko6zvélemény kutatast végzett a cég annak felmérésére, hogy a kovetkez6 egy évben varhatéan
hogyan alakul a kereslete: 15 %-os valdsziniiséggel 5500 db, 50 %-os val6szinliséggel 7000 db,
35 %-os valdszintiséggel pedig 9000 db terméket tud értékesiteni a kovetkezd évben.

Felrajzoljuk a rendelkezésre all6 informacié alapjan a dontési fat, majd megadjuk a dontési

probléma megoldasat:
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A varhaté koltségek:

¢ Kiils6 beszallitotol valo rendelés esetén:

E(¢) = 0,15-55.000 4+ 0,5 70.000 + 0,35 - 90.000 = 74.750

e Kevésbé korszerl gép gyartasaval:

E(¢;) =0,15-47.000 + 0,5 - 59.000 + 0,35 - 75.000 = 62.800

* Korszer( gép gyartasaval:
E(&3) =0,15-37.000 + 0,5 - 46.000 + 0,35 - 58.000 = 48.850

e Modern gép gyartasaval:
E(¢,) =0,15-28.000 + 0,5 - 34.000 + 0,35 - 42.000 = 35.900

A minimalis koltségii értéket valasztjuk, a dontési probléma megoldasa tehat: akkor dontiink jol,
ha a modern géppel gyartjuk az értékesitend6 alkatrészeket.
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A Debreceni Egyetem Miszaki Kar golyainak Excel
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Abstract. This survive examined the Excel knowledge of the first-year students at the start of their
university studies at the University of Debrecen, Faculty of Engineering. We examined the students’
practical knowledge of national curriculum. The results show a number of shortcomings. The decreasing
number of hours spent on information technology as new national curriculum will effect falling
knowledge of basic IT skills.

Keywords: University of Debrecen, Faculty of Engineering, Excel, survive

Bevezetés

A Debreceni Egyetem Miiszaki Kardn a Mérnéki informatika I. c. kurzus részeként tanulnak az
els6 évfolyamon tanulék Excel tdblazatkezel6t. Bar a gimnaziumokban és a szakkozépiskoldkban
elvileg tananyag a tablazatkezelés, de a karon az a gyakorlati tapasztalat, hogy a hallgaték Excel
ismeretei sok esetben nagyon hianyosak. Altaldban elmondhaté, hogy a tanulék informatikai
ismeretei - a tdblazatkezelést is beleértve - nagyon kiilonbozdek: Vannak, akik gyakorlottak a
kilonb6z6 alkalmazéi programok haszndlatdban, s vannak, akik a legalapvet6bb informatikai
ismeretekkel, készségekkel sem rendelkeznek. Az Excel tanitdsandl az a célkitiizéstlink, hogy
valamennyi hallgaté legalabb kozépfoku érettségi szintjén elvartak szerint tudja alkalmazni a
tablazatkezelést.

1. A felmérés

Az alabbi felmérés a DE Miiszaki Kar els6 éves hallgatoinak Excel ismeretét vizsgalta az egyetemi
tanulmanyaik kezdetén. A felmérés 2013 szeptemberében késziilt, amelyen 43 hallgat6 vett
részt. Ok a felhasznal6i tudas ellendrzésére szolgald gyakorlati feladatsort oldottak meg, amely
a tablak formazasara, a leggyakoribb fiiggvények haszndlatdra, adattdbldk rendezésére,
szlirésére, diagramok készitésére kérdezett ra. A felmérésben a didkok anonym mddon vettek
részt.

A felmérés kezdetén az alabbi kérdéseket tettiik fel a hallgatéknak:

e Tanult Excelt (vagy més tablazatkezel6t) az altalanos iskolaban?
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e Tanult Excelt (vagy més tablazatkezel6t) a kdzépiskolaban?
¢ Milyen tipusu kozépiskolaba jart?
¢ Hany éven at tanult informatikat a kézépiskolaban?

* Erettségizett informatikabol?

A 57%-a felelt arra a kérdésre igennel, hogy tanulta-e az altalanos iskolaban az Excel
tablazatkezel6t. K6zépiskolaban a valaszok szerint 90% tanulta az Excelt. Gimnaziumba 70%
(30f6), szakkozépiskoldba 28% (12 f8) jart, 1 f6 nem valaszolt a feltett kérdésekre. A valaszt
adok 42%-a érettségizett informatikabol.

A Hdny éven dt tanult informatikdt a kézépiskoldban? kérdésre a valaszokat az aldbbi tabla

tartalmazza:
1 éven at: 516 12%
2 éven at: 17 6 40%
3 éven at: 4 f6 9%
4 éven at: 16 6 37%
nem valaszolt 1f6 2%

A gimnaziumokban és a szakkozépiskoldkban is a kerettanterv [1] része 9-10 osztdlyban az
informatika, ezen beliil pedig az Adatkezelés, adatfeldolgozas, informacidmegjelenités részben
elvaras a

* Problémamegoldds tdbldzatkezelével
e Statisztikai szdmitdsok (Statisztikai fliggvények hasznalata tablazatkezel6kben, Az adatok
grafikus szemléltetése)

» Adatkezelés tablazatkezel6vel (Adatok rendezése, szlirés) [1]

A hallgatok 12%-a szerint a minimalisan elvart 2 év helyett csupan 1 éven at tanultak
informatikat, 8% szerint pedig nem volt a tananyag része a tablazatkezelés.

2. Formazas

A formazassal kapcsolatos részben a hallgatok kaptak egy el6re formazott mintat, s egy
formazatlan tablat kellett hasonlé m6don megformazni. A feladatok kozott szerepelt

* szegélyek, racsok alkalmazasa;

* mértékegység szerepeltetése szam utan (km);
e pénznem szerepeltetése szam utan (Ft);

* egy cellaba tobb sort irni;

¢ cellaknak hattérszint adni.

A feladattipusok koziil a formazasban mutattak legnagyobb jartassagot a didkok, bar 2 fontos
formazasi utasitisndl magas volt a feladatot nem megoldék ardnya: A hallgaték kozel
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haromnegyede nem tudott egy cellaba tobb sort irni, mig a mértékegység szerepeltetése szam
utan (pl. km) a hallgat6k kozel felének nem ment.

Formazas
50
45
40
35
E 30
>
) 25
oo
S 20
[t
15
10
5
0
szegély racs km Ft sortorés szin
= kihagyta 5 8 21 18 32 7
M rossz 0 0 0 0 0 0
mjo 38 35 22 25 11 36

1. dbra. Formdzdsi feladatok kiértékelése.
3. Gyakori Excel fliggvények hasznalata

A figgvények, egyéni képletek ismeretének felmérésekor a hallgaték kaptak egy djabb tablat,
amelyen oszloponként a didkok neve (A oszlop), a felvett targy neve (B), a vizsga datuma (C) és a
kapott pontszam (D) szerepelt. E tabla alapjan a kovetkez6 kérdésekre kellett valaszolniuk:

1. Mi a legkisebb pontszam?

2. Mi a legmagasabb pontszadm?

3. Mi a legmagasabb és a legkisebb pontszam kozti kiilonbség?

4. Hatarozza meg a pontszam alapjan, ki felelt meg a vizsgan! A dontést irja az E oszlopba!
5. Hany megfelelt jegy szlletett?

6. Mi az atlagpontszama a 2012.10.17-én angolbdl irt dolgozatoknak?

A fliggvények alkalmazasanal 6 f6 nem haszndlt cellahivatkozast, azaz nem az Excelt
,dolgoztatta”, amikor a feltett kérdésekre valaszolt, csupan beirta a megfelel6 szamot. Még
sajnalatosabb, hogy ezen 6 f6bdl csak 2 valaszolta azt, hogy nem tanult tablazatkezelést a
megel6z6 iskolai id6szakban.

A legjobb eredményeket a MIN és MAX fiiggvény (1. és 2. feladat) alkalmazasaban mutattak a
hallgatdk, s az egyéni képletet (3. feladat) is 71% adta meg helyesen. Az elagazast biztosité6 HA
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fliggvényt (4. feladat) csak a diakok fele ismerte, s talan ez az oka, hogy a bizonyos kritériumnak
megfelel6 mez6k megszamlalasat is (5. feladat, pl. DARABTELI fiiggvény) csak 38% alkalmazta
helyesen.

A 6-o0s feladat megvalaszolasakor az adattablat vagy meg kellett volna sz{irni, s a kisz{irt sorokra
kellett volna végrehajtani az atlagolast, vagy egy olyan fiiggvényt kellett volna alkalmazni (pl.
ATTLAGHA, AB.ATLAG), amely az az atlagszamitds mellett sz(iri is az adattablat. A feladat
megoldasanal egyetlen esetben sem alkalmaztak a hallgatok sziirést, helyette vagy ugy
rendezték a tablat, hogy a kisziirni kivant sorok egymadas utdn keriiljenek, vagy egyenként
valogattak ki a sziirési feltételnek megfeleld sorokat.

Fliiggvények

00 '5 5 5 4 g 3 4

nincs cellahivatkozas
m kihagyta
M rossz

s

Hjo

2. dbra: Filiggvények haszndlatdnak kiértékelése
4. Adatok rendezése

A rendezés vizsgalatakor egy adattdblat 2 szempont szerint kellett berendezni. (Rendezze az
adatokat Allam, s azon beliil Név szerint névekvd sorrendben!)

Mindkét szempont szerint a rendezést a hallgaték 42%-a hajtotta végre helyesen. 1 szempont
szerint tudta csupan rendezni a tablat 19%. Nagy az aranya azon hallgatéknak, akik hibasan
(elvalt adatokkal) vagy sehogy sem hajtottak végre a feladatot.

90



Conference on Problem-based Learning W University of Debrecen
in Engineering Education 29.10.2015 1% Faculty of Engineering

i

Rendezés

3. dbra. Tablik rendezésének kiértékelése
5. Osszefoglalas

Evek 6ta visszakoszond probléma a kozépiskolas didkok tanulmanyi teljesitményének romlasa.
Ezt mutatjdk a Pisa felmérések, s ezek az eredmények koszonnek vissza mas kutatdk altal
végzett felmérések soran is.[2], [3], [4], [5], [9]-

2013-ban uj Kerettanterv 1épett életbe. Az 4j NAT az informatikai miveltségteriiletet elvileg
kiemelten kezeli, de a gyakorlatban ez a ,kiemelés” radikalis 6raszamcsokkentést jelent. Az
als6soknal megszlinik a targy oktatadsa, de a fels6soknél is minimalis csékkenés lesz. A
gimnaziumban (kilencediktdl a tizenkettedik évfolyamig) heti 6t és fél helyett heti két drat
szannak majd informatikara, a szakkdzépiskolasok heti hat helyett heti egy 6raban tanulhatjak a
szamitégépek és az internet hasznalatat. [6], [7], [8]-

A tesztben a tablazatkezeléssel kapcsolatban a Kerettantervben megfogalmazott tananyag
alkalmazasat igényl6 feladatok szerepeltek. A tesztben résztvevd hallgatok még a 2013 el6tti,
magasabb informatikai draszamu Kerettanterv szerint tanultak. Az informatikara fordithato
6raszamok csokkenésével a didkok eddigi, eddig sem magas tuddsszintje is varhatoélag
visszaesik. Elmondhat6, hogy az informatikai alapképzettség szintjének tovabbi romlasa
varhato.
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A mesterséges intelligencia hatasa a
munkahelyekre
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Abstract. Artificial intelligence will transform the global economy over the next 20 years, cutting the costs
of doing business but exacerbating social inequality. Hundreds of millions of jobs will become obsolete in
the coming decades, and some jobs will not require human. There are predicts that nearly half of jobs will
disappear in the next 20 years.

Bevezetés

Paradigmavaltds el6tt allunk. Szadmos tanulmany foglalkozik avval, hogy a robotok, a
mesterséges intelligencia fejlédése exponencialis gyorsasaggal zajlik, amely néhany éven beliil
teljesen meg fogja valtoztatni a gazdasagot és mindennapi életiinket. [1],[2],[3],[4]

A koltségek csokkentésének és a munkaerdhiany enyhitésének érdekében hisz éven belill a
vilag fejlett orszagaiban a jelenlegi munkahelyek felét igen nagy eséllyel automatizaljak.

Mig korabban az volt a jellemz6, hogy a robotok fizikai munkakat végeztek, napjainkban mar a
magas képzettséget igényl6 szakmakat is el tudjak latni.

1. Automatizalhat6 allasok

Gyari dolgozok

A termelés volt az a teriilet, ahol el6szor kezdtek ipari robotokat alkalmazni, hiszen a robotok
ismétl6d6 munkafolyamatok esetében az embernél jéval hatékonyabbak.

Jelenleg a vildgban atlagosan 66 robot jut 10 ezer munkasra, de ez az érték az erlsen
automatizalt japan autéiparban 1520.

Kindban 30, Japanban 323, Németorszagban 282 robot minden tizezer munkasra. [3] Kindban
jelenleg épiil az elsd, teljesen robotokkal termeld gyar Tungkuan varosban, ahol az 1800 munkas
90 szazalékat cserélik gépekre. A tovabbi tervek szerint a varos ipari parkjdban 6sszesen 30 ezer
allast cserélnek robotokra. A robotok szama Kindban két éven beliill megduplazédhat, igy 2017-
re Kina alkalmazhatja a legtébb robotot a vilagon.

Robotokat alkalmazni olcsébb, mint kiszervezni a gyartast. A fejlett orszagok cégei a
munkaerdkoltségek 65 szazalékat meg tudjak spdrolni, ha a gyartast fejlédé orszagokba
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szervezik ki, ahol alacsonyabbak a fizetések. Ha az embereket robotokra cserélik, akkor a
koltségek 90 szazalékat takarithatjak meg. [3]

Mozdonyvezetd, taxisofor

A szallitmanyozas terén lévé munkaer6hidny szamos fejlett orszagban okoz gondot.
Magyarorszagon is hidny van soférokben, igy - 2015. szeptemberi bejelentés szerint - csaknem
hatezer ember gépjarmiivezet4-képzését finanszirozza a kormany.

A munkaer6hiany enyhitésére szamos megoldas sziiletett vagy van sziilet6ben:

Sok orszagban miikdodnek vezetdé nélkiili (GoA4) metr6 szerelvények, igy Eurépa 8, Amerika 2,
Azsia 9 orszagaban. Budapesten a 4-es metr6 szintén GoA4 elven, vezetd nélkiil miikodik. Ezek a
jarmivek teljesen automatikusak, beleértve az ajtok bezarasat, az akadalyok felismerését és a
vészhelyzetre adott valaszadast is.[8]

Nehezebb probléma a nem kotott palyan torténd szallitmanyozas automatizalasa.

A Google 2012 6ta folytat sikeres kisérleteket a vezetd nélkiili személyautékkal. Tébb milli6
kilométert tettek meg a jarmiivek baleset nélkiil, azonban egyelére még alacsony sebességgel
kozlekedve. Mar négy szovetségi allamban (California, Michigan, Florida, Nevada) talalkozhatnak
az autosok a Goggle autdival. A f6 cél a nagyvarosok taxi forgalmat vezetd nélkiili, elektromos
autdkra atallitani. [8]

A Google becslései szerint 2-5 év muilva mar témegesen megjelenhetnek a piacon a sof6ér nélkiili

taxik New Yorkban. (Errél a keres@06rias és a varosvezetés mar megallapodast is alairt).

Mivel a vezet6 nélkiili auték kozel 50 szazalékkal hatékonyabban szolgaljak ki az utasokat, igy a
jelenleg 13 ezer kocsibdl all6 New York-i taxi flottat a tervek szerint 5000 sof6r nélkiili
elektromos Google-taxi veszi majd at.

1. dbra. Sofér nélkiili Google auték tesztje Amerikdban.

A Daimler vezetd nélkiili kamionokat tesztel Amerikaban, amelyekben még ott iil a vezetd, de az
autépalyan mar emberi beavatkozas nélkiil kozlekednek.
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Eurépa szamos orszagaban is elindult a vezet6 nélkiili gépjarmiivek tesztje. Az angliai Milton
Keynesben mar az idén elindult a varoson beliili sofér nélkiili taxi szolgaltatas. Onjaré autok,
sofér nélkiili kamionok tesztelése folyik Hollandidban, Stajerorszagban, Barcelondban. [8]

Pénziigyi tanacsado

A személyre szabott pénziigyi tanacsadas a "személyes" szolgaltatasok megtestesit6jének tiint
sokaig, de itt is valtozasok varhatok. Megjelentek azok a pénziigyi szolgaltat6 alkalmazasok (pl.
Watson, IBM), amelyek egyre kifinomultabb algoritmusokat hasznalva adnak tanacsot pénziigyi
termékekrdl, figyelembe véve a piaci feltételeket, az ligyfél életeseményeit, multbéli dontéseit és
a piac ajanlatait.

Mesterséges intelligenciat hasznal6 szoftverek automatikusan képesek kimutatasok, statisztikak
készitésére, elemzésére, a gyanus ligyletek azonositasara, novelve evvel a fizetési biztonsagot, és
csokkentve a munkaerdhianyt. Szamos bank szoftvert alkalmaz hitelkérelmek biralatara is.

Orvos

A sebészek munkajat évek 6ta robotok segitik. 2014-ben mar 570 ezer miitétek hajtottak végre a
vildgon robotok segitségével. Robotokat hasznalnak daganatok eltdvolitidsara, szivmiitéteknél,
stb. Egyre altaldnosabb a szadmitogéppel tamogatott orvosi diagnosztika sziir6vizsgalatok,
rontgenképek, molekularis diagnosztikai vizsgalatok  elemzésekor. = Watson, az IBM
szuperszamitogépe szamos amerikai kérhazzal miikodik egytitt annak érdekében, hogy bizonyos
rakos megbetegedésekre a legjobb terapiat lehessen kivalasztani. Ezek a szoftverek a
kovetkeztetetés helyett a mintaillesztésre koncentralnak, igen-nem valaszok helyett
bizonyossagi szinteket adnak. Bizonyos dontések meghozataldara, a nem vart helyzetekre,
problémakra valaszt adni azonban akkor is sziikség lesz az orvosra, ha egy robot fogja
megoperalni a betegeket. [5]

Ujsagiré
A nyomtatott média jelent6ségének csokkenése miatt az Gjsagirdi allasok szama is jelent6sen

csokken, de Uj szoftverek megjelenése is ez irdnyban hat.

Ma mar léteznek olyan alkalmazasok, amelyek képesek elérni bizonyos adatbazisokat, és a
kapott adatokbdl értelmes szoveget Osszerakni. Ilyen, robot altal gyartott céges pénziigyi
beszamoldk olvashatok az amerikai Forbes magazinban, vagy sporttal kapcsolatos irasok az AP
hirtigynokségnél.

Az egyik ilyen program fejlesztje, a Narrative Science szerint 15 éven beliil a hirek 90
szazalékat robotok generdljadk majd, de ez nem jelenti azt, hogy az jsagiréi allasok 90 %-a

megsziinne.
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Nyomdasz

A nyomdak digitalis atallasaval egyre kevesebb nyomddaszra van sziikség, amit jol jelez a
nyomdasz képzések megsziinése is. A papiralapu, nyomdafestékes gépek eltiintével a klasszikus
nyomdasz allasok is megsziinnek.

Reklamszakember

Mesterséges intelligenciat hasznalé szoftver elemzi az internetez6k bongészési szokasait és teszi
célzottabbd az online hirdetéseket. A vilaghalon 1évé ligyfél képerny6jén a multbéli kereséseinek
megfeleld hirdetések jelennek meg. Ajanlé-motorokat haszndl a Google, a Facebook.

Ingatlan- vagy utazasi iigynok, eladok

Ma mar szinte minden informdacié lekérhetd, a szolgaltatdsok, az aruk megrendelhet6k
internetes adatbazisok hasznalataval. Egyre tobb turista szervezi utazasat az interneten, intézi
vasarlasait online adatbazisok hasznalataval.

Barmixer,

/////

evvel a barmixerek irdnti fokozott igényt. Az italokat tabletrdl lehet rendelni, de a vendégek sajat
osszeallitast is kérhetnek.

Gyorséttermi munkas

A San Francisco-i székhelyti startup vallalkozas, a Momentum Machines tervezett egy robotot,
amely alkalmas az ismétl6dd gyorséttermi munkak elvégzésére: hamburgert formaz, grillez,

zsemlét pirit és zoldséget ad a szendvicshez.
Trainerek, gondozdék

A legtobb fejlett orszagban az oregedd népesség miatt jelentds hidny van gondoz6okbdl. Ezért
torténtek fejlesztések az altalanos személyi robot piacon. Ezen robotok képesek a betegek
rehabilitaciéjat segitni, illetve az idések és a fogyatékkal él6k mindennapjaiban segitséget
nyujtani.

2. Munkakorok megsziinése

Egyre tobb kutatas szdl arrdl, hogy tobb szazmillid, ha nem millidard munkahely valik feleslegessé
a kovetkez§ évtizedekben, mivel az egyre magasabb foku automatizacié kovetkeztében nem lesz
sziikség emberekre bizonyos munkakorékben.

Tovabb fog fokozdédni a specializacid, &m a nagyobb szakértelmet, szaktudast, kreativitast,
tapasztalatot igényl6 teriileteken megmarad az emberi jelenlét.

Az aldbbi 4bra azt mutatja, hogy az Egyesiilt Allamokban az egyes foglalkozasi kérokben
mekkora az esélye annak, hogy a munkakor az automatizacié miatt megsziinjon. [1]
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2. dbra. Munkakérdék automatizdcicjdnak valosziniisége az USA-ban [1].

Az elbrejelzés szerint a menedzsment, pénziigyi, lzleti, oktatdsi, mérnoki, tudomanyos,
miivészeti, egészségligyi és médiat érintd teriileteken alacsony a kockdzata annak, hogy a
szamitogépek, szoftverek helyettesiteni fogjdk a human munkaerdt. A megsziinés kockazata
alacsony a munkakorok 33 %-anal. Ugyanakkor a szolgaltatasok, az eladasi, termelési, az irodai
és egyéb adminisztracios allasok jelentds része mar a komolyan veszélyeztetett kategoridba esik.
Ezeket az allisokat mutatja a grafikon jobb oldala. Az Egyesiilt Allamokban a jelenlegi
munkakorok 47 szazaléka tartozik az automatizacié miatt veszélyeztetett allasok kozé.

Az oxfordi egyetem kutatasat a briisszeli Bruegel kutatdintézet egyik szakértéje, Jeremy Bowles
az Eurdpai Unidra vonatkoztatva is elvégezte. [4] E szerint az uniés munkavallalék 40-60
szdzalékdt - orszagtdl fiiggben - érintheti komolyan az automatizacié, s ez atlagosan a
munkavallalok 54 %-at jelenti.

3. dbra. Az automatizdcié kockdzata az EU-ban [4].

A zolddel szinezett orszagokat kevésbé érintheti majd az automatizacio - ezek az EU gazdagabb
orszagai -, mig a sarga, narancssarga és piros szinnel jelolteket mar anndl inkdbb. Leginkabb
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Romania munkahelyei veszélyeztetettek (61%). Magyarorszagon a jelenlegi munkahelyek 55 %-
a komolyan Kkitett az automatizacié hatasainak.

Eltérd vélemények vannak arrél, hogy az automatizaci6 az alacsonyabb képzettségii és bérezésii
munkdakat tiinteti el, vagy leginkabb a kozéposztaly tipikus munkakoreit vették, veszik at a
szamitogépek. Abban azonban egyetértés van, hogy a nagyobb szakértelmet, szaktudast,
kreativitast, tapasztalatot igényld teriileteken megmarad az emberi jelenlét, s a folyamatosan
valtoz6 munkaerdpiacok az j munkateriileteken megjelen6 1j munkahelyekkel felszivhatjak az
innovacid miatt felszabadul6 human munkaerd6t.

Kérdés, hogy a technolégiai fejlddés miatt megsziint munkakorok helyett milyen 1j munkakérok
jonnek majd létre, a novekvd jovedelemkiilonbségek pedig mennyire veszélyeztetik a fennalld
tarsadalmi rendet? Lehetséges-e, hogy az intelligens alkalmazasok miatt felszabadult
munkakoérék miatt altaldnosan csokken majd a munkaid6?
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