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Szogfliggvenyek bevezetese
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a+p =22,62°+ 67,38°=90°




m Hasznald a nevezetes szogek szogfuggvényeinek pontos értékét! Szamologép hasznalata

nélkul szamitsd ki, mennyi:

a) (sin 30° + cos 45°— cos 60°) - sin 457;

b) 845" + sin60” — ctg45°
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Milyen magasra visz az a lejtds ut, amelynek hossza 110 m és a vizszintessel bezart szoge 17°7?

Megoldas:
C

Keresendo az AC szakasz hossza.

A Az ABC haromszog derékszogli, melynek ismert az
a=17° atfogoja €s az egyik hegyesszoge. A definicio
BC=110 m alapjan
] Ac AC = BC - si
= — — .
sina = - sina

AC =110-17° = 110-0,2924 = 32,16 [m]

A lejt6s ut 32,16 méter magasra visz.



Parkold autdnkat egy lakbhaz 30 méter magasan |évé ablakabdl 30,5°-0s depresszid szogbdl

latjuk. Mekkora tavolsagra van az auté légvonalban?

(&

30, 5°

Az auté légvonalban 59,11 méter tavolsagra van.

30

sin 30,5° = —

X

30

0,5075 = —

be

0,5075-x =30
x = 59,11[m]




Egy rombusz 4tl6i 24/3 ¢cm és 6 cm hossztak. Mekkorak a rombusz szogei?

a ) V3

« a =——

54 =3

a = 30°

3
a
a
20 =| 60°
120° 60°
a
_360° —2-60° N
a B = ) =120
a
60° 120°

A rombusz szogei: 60°, illetve 120°.



A pisai ferde torony magassaga az alacsonyabb oldalon 55,86 méter. A torony
teteje 3,9 méterre mozdult el a fliggblegestdl. Hany fokos a torony délésszoge?

. _ 5586

5% =739

tea = 14,3231
o = 86°

55,86 m

A torony délésszoge 86°.




Egy replil6gépet a 20 méter magas radar tetején [évs érzékelGje 25°36'-es emelkedési
szogben latja. A replilégép 2,5 km tavolsagra van légvonalban a radar tetejét6l. Hany
méter magasan van most a repulg?

B 25°36'= 25;60
\\2,5km sin25,6 = 5200
" R 0,4321 = —
B ! 2500
“ 25.6 m=1080,21
a
+20m “8m 1080,21 + 20 = 1100,21

1100,21 méter magasan van most a repulé.



Egy felnyithatd hid hossza csukott allapotban 100 méter. Felnyitott allapotban a hid két
részének végei 20 méter tavolsagra vannak egymastol. Mekkora a felnyitott hid
emelkedési szoge?

50 m

\ 40 m (8}

40
COSC¥—50

cosa = 0,8

a = 36,87°

A felnyitott hid emelkedési sz6ge 36,87°.



Egy oriaskeréken 16 db utazofiilke van, melyek kor alakban helyezkednek el, mint egy
Szabalyos sokszog csucsai. Az oriaskerék atmérdje 40 méter. Milyen messze van két
szomszédos fulke egymastol?

X
inl11,25° = —
sin 11,25 20
X
0,1951—2—0
x=23.9

2x =3,9:-2 =

7,8

Két szomszédos fulke 7,8 méter messze van egymastol.
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I11.stknegyed
90" < o < 180"

B(cosa; sina)

I. siknegyed
0° < o < 90°

A(cosa; sina)
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I11.stknegyed

180° < a < 270°

C(cosa; sina)

IV .siknegyed

0 0
D(cosa; sina) 270" < a < 360

4+



A fok és a radian kozott a kovetkezo Osszefiiggeés all fenn:
180° = 7 (rad)
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Az a sz0g tangense a koordinatasikon annak a Az a szog kotangense a koordinatasikon annak a

pontnak a masodik koordinataja, amelyet az a pontnak az els6 koordinataja, amelyet az a
szoggel elforgatott egységvektor egyenese az szoggel elforgatott egységvektor egyenese az
origd koruli egység sugaru kor (1;0) pontjahoz origd koruli egység sugaru kor (0;1) pontjahoz
huzott érint6bdl kimetsz. huzott érintébdl kimetsz.
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(0;1) ctgp3




Szinusztéetel
Legyen az ABC haromszog harom oldala a, b, ¢, az oldalakkal szemkozti szogek pedig
rendre a, 3, y. Ekkor

a sina a sina b sinf

b~ sinfs c siny c siny
Azaz az oldalak aranya megegyezik a megfeleld oldalakkal szemkozti szogek
szinuszanak aranyaval.

Megjegyzés
a b c

sina sinfi  siny




Egy hegy aljardl a tetejére libegbvel és gyalog egyarant fel lehet jutni. Ha az 6svényen
megylnk a hegy tetejére, kozvetlenlil a libegé allomasanal lyukadunk ki. A libegd
palyajanak meredeksége 15°, a hegy oldalan felvezet6 egyenes oOsvényé 17°. A libegd
indulasi pontjatdl mindossze 120 m-t kell sikterepen el6re sétalnunk, hogy elérkezziink az
osvényig.

Hanyszorosa a kotélpalya hossza az 6svény hosszanak?
Milyen hosszu a libeg6 kotélpalyaja? Mennyit kell gyalogolnia
annak, aki az 6svényt valasztja?
Milyen magas a hegy?




Egy hegy aljardl a tetejére libegbvel és gyalog egyarant fel lehet jutni. Ha az 6svényen
megyunk a hegy tetejére, kozvetlentl a libegé allomasanal lyukadunk ki. A libegd
palyajanak meredeksége 15°, a hegy oldalan felvezet6 egyenes 6svényé 17°. A libeg6

indulasi pontjatdl mindossze 120 m-t kell sikterepen el6re sétalnunk, hogy elérkezziink az
osvényig.

a) Hanyszorosa a kotélpalya hossza az dsvény hosszanak?

b) Milyen hosszu a libeg6 kotélpalyaja? Mennyit kell gyalogolnia
annak, aki az 6svényt valasztja?

c) Milyen magas a hegy?

C
b sin(180°—17°) 0,2924
b _sindd ) _ ~ 1,13 Y
a sin(15°) 0,2588 A ~
15 1/
ACB<« = 180° — ((180° — 17°)+15°)=2°. A 120m B M

b sin(180°—17°) 10,2924
120 sin(2°) ~0,0349

= 8,3782 b=120-8,3782 =~ 1005,4



Hanyszorosa a kotélpalya hossza az 6svény hosszanak?
Milyen hosszu a libeg6 kotélpalyaja? Mennyit kell gyalogolnia

annak, aki az 6svényt valasztja?
Milyen magas a hegy?

b _sin(180°—17°) _ 02924
a  sin(15°) 02588

ACB< = 180° — ((180° — 17°)+15°)=2°.

b sin(180°—17°) 0,2924

= = 8,3782
120 sin(2°) 0,0349
a 02588
1005,4 0,2924 —
m_sin(15°) I

b _sin(90°)

da

v

15 17

A 120m B

mm) b=120-8,3782 = 1005,4 [n]

10,2588
10,2924

-1005,4 ~ 889,87 [m]

m=b- sin(15°) = 1005,4 - 0,2588 ~ 260,2 [m]

w

M



Koszinusztetel

Legyen az ABC haromszog harom oldala a, b, ¢, az oldalakkal szemkozti
szOgek pedig rendre a, 5, y. Ekkor

c? =a®+ b? — 2ab - cosy  ~

b

a



Egy testre két erd hat. Az egyik 150N, a masik 250N nagysagt. A két eré 50°-0s szoget zar
be egymassal. Mekkora az eredd er6 ¢és hany fokos szoget zar be a nagyobbik erdvel?

B C a = 509, ezért B = 130°. Az eredd erd:

— 2
|AC|" = 1502 + 250% — 2 - 150 - 250 - cos130°
= |AC| = 365 [N].

Ennek az eredd eronek a nagyobbik erdvel bezart
szoge a DAC£. Felhasznalva a szinusztételt

200 N
sin(DACz) sin130° DACS DC - sin130°
= - =
DC AC sin(DAC2) AC
114,9067
sin(DACZz) = ~ 0,3148 = DAC+ = arcsin(0,3148) ~ 18,35".

365



Skalaris szorzat definicioja, kiszamitasa

d-b=|d|-|b|-cosq,ahol @ avektorok szdge

Sikban: ha d=(a,; a,) és b=(by; b,), akkor@ - b = a, - by + a, - b,

Térben: ha a=(aq;a,; as) és E=(b1; b,; bs), akkor a - b= a, by +a,- b, + as- b



Addicios tételek

(cos 3 sin [7)
cos(a—f) =cosa-cosf +sina-sinf. i\ |a &
B
1

ugyanis

i b= |&|-|5| ccos(a—pB)=1-1:cos(a — ) = cos(a — f3)

d-b=cosa-cosf +sina-sinf

cos(a+ f) =cosa-cosff —sina-sinp.
ugyanis Cos ([I + ﬁ) = COSs [ﬁf — (—ﬁ)] =Ccosa- CGS(—}?) + sina - Slﬂ(—ﬁ) =

= cosa-cosf —sina-sinf



sin (a — f) = sina-cosf —sinf - cosa.

ugyanis sin (@ — ) = cos[90° — (@ — B)] = cos[(90° — a) + B] =

= c0s(90° — a)cosff —sin(90° — @) *sin S =sina-cosf —sinf-cosa

sin (¢ + f) =sina - cosf + sinf - cosa.

sin (a + ) = sin[a — (—f)] = sina - cos(—f) — sin(—f) - cosa =

=sina-cosf +sinfcosa

sin2a = 2-sina - cosa sin2a =sin (e + a) =sina-cosa +sina:cosa = 2-sina - cosa.
ugyanis
cos 2a = cos?a — sin‘a cos2a =cos (¢ +a) =cosa cosa —sina - sina = cos’a — sina.




el | | 21 V2B
sin105° = sin(45° + 60°) = sin45° - cos60° + cos45° - sin60° = E + 5
V2 + 6
sin105° = 2
. . V2 1 V2 V3
c0os105° = cos(45° + 60°) = cos45° - cos60° — sin45° - sin60° = TR
VZ- 6
cos105° = 2
sin105° V2 +6
tg105° = =
cos105° /2 —+/6
1
Tovabbi tételek 1+ tg?a = -
COS“a
. . o+ a—f . . at+tf oa—f
sina + sin 3 = 2 sin - COS sina — sinf3 = 2 cos - sin
2 2 2 2
a+ 3 a—f o+ P a—f
cos a + cos 3 = 2 cos > * COS > cosa — cos 3 = 2sin > * COS >



Osszefiiggés a trigonometrikus fiiggvények kozott

sin

COS tg ctg
tg x 1
sin X = - _ 2
11— cos?x +./1 + tg?x +,/1 + ctg?x
1 ctg x
COS X = +4/1—sin® -
+ylosin X +/1+1tg?x  +1+ ctg’x
_ Sinx 4+V1 — cos?x 1
tg x = : -
i\/l — sin?®x COS X Ctg X
_ +V1 — sin?x cos X 1
ctgx = — -
sinx +V1 — cos?x tgx
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X —sin(x), x e R
ért.tart. R

ért. készl., korlatossag

sin(x) € [-1,1]
a fv. korlatos

zérushelyek x=k-m, kel
monotonitas haxe|[-5+k- 2;.. T+ k27|, kel
a fv. szig. mon. né
ha x € [%+k-2r.%*k-2ﬁ]. k € 7
a fv. szig. mon. csokk.
konvexitas konvex, ha x € [-m+ k- 27,k - 27|, k€ Z
konkav, ha x € [k -2, m+ k- 27|, k €7
paritas paratlan, azaz sin(—x) = —sin(x)

periodicitas

periddusa 27




= f(x) = cosx =
L~ o ~
x —cos(x). x € R
ért.tart. R
ért.készl., korlatossag cos(x) € [-1.1]
a fv. korlatos
zérushelyek x=5+k-m kel
monotonitas haxe[-m+k-2m.k-27], keZ
a fv. szig. mon. né
hax €[k-2m, 7+ k-27]. k€ Z
a fv. szig. mon. csokk.
konvexitas konvex, ha x € [ + k2, j" + k.27, ke Z
konkav, ha x € [———|—k 2.f|.——k :ﬂ kecZ
paritas paros, azaz cos(—x) = cos(x)
periodicitas periddusa 27




f(x) = tg(x), cos(x) # 0

ertelmezesi tartomanya: D = R\ {% + rrk}, kel
ertekkeszlete: Ry = R

zérushelyek: x =k, k € Z

szigoruan monton no a teljes ertelmezési tartomanyon
szélsoertekek: nincsenek

paratlan: tg(—x) = —tg(x)

- periodusa: m




f(x) = ctg(x), sin(x) # 0

=

. f(x) = ctgx

th - h ra
i i ST e I S T

&

ra ih - th =

h

A fliggvény paratlan: ctg(—x) = —ctgx (az értelmezési
tartomany az y-tengelyre szimmetrikus)



© @ © O

f(x) = sin(x)

g(x) = sin(2 x)

k(x) = sin(0.5 x)

I{x) = 2 sin(x)
:|\‘I Z ™S
B _, N\ I N\ | £
o N/ INIXT ’ “




A trigonometrikus fliggvények megkertlhetetlenek minden olyan terileten, ahol
rezgés, hullamterjedés vagy ciklikus folyamat jelenik meg.

A harmonikus rezgések, legyen sz6 mechanikai, elektromagneses vagy akusztikai
folyamatokrdl, mind trigonometrikus fuggvényekkel modellezhet6k. A mechanikai
rezgésekben az addicios tételek segitik a kényszerrezgések, rezonanciajelenségek és
lengésdsszegzOdések elemzését.

A Fourier-analizis alapja is az a felismerés, hogy tetsz6leges periodikus jel
felbonthatdo szinuszok és koszinuszok Osszegére. A jel- és rendszerelmélet
alapmiiveletei - példaul konvolucio, atviteli fuggvények vagy
frekvenciatartomanybeli elemzés — mind trigonometrikus és komplex exponencialis
leirason alapulnak.

A robotikaban és gépészetben a periodikus mozgasok (pl. forgdkarok, oszcillald
mechanizmusok) modellezése szintén trigonometrikus fliggvényekkel torténik.
Az épitbmérnoki statikaban és dinamikaban a szél-, forgalom- és
foldrengésterhelésre adott szerkezeti valasz gyakran harmonikus komponensekre
bonthato.



Alkalmazdsok

mozgastan
jelfeldolgozas 0, ha R
- t+=, ha 0<t<2 t
- -, 14 T
2 2
O  f(x) = sin(x) = ;
g(x) = f(x) +% sin(2 ) 5 :
O ) 1,
— 5|n(x)+ 5 Sln(Z x) 2
. WA
h(x) = g(x)+% STn(3 x) : 'K%
© , 1 1 : :
— sin(x) + 3 sin(2 x)+§ sin(3 x) -1 -0 9 -8 -7
k(x) = h(x)+£—{r sin(4 x)
© . 1 . 5 1 . 3 1 . 4 2
— sin(x) + 5 sin( x)+§ sin( x)+z sin(4 x) :




Feladat : Adja meg a fiiggvény °
peridodusat! K
A B C D
: ~ ~ 4
l.cs.| X>sIn 2X T 5 2 T
2.cs.| xscos = | T 4 i
.CS. 5 5 T T 1
3.cs. | X>3+cCtg X % -3 | 3z 7




Feladat : Az alabbiak koziil melyik
értéket veheti fel az f fuggvény a

s

intervallumon!

A B C D
() = i 1z 0o | -3
1.cs. (X) =sin X 1 > 1
1 3
2 cs. | T(X)=cos x i = —=
cs. | F(X) ; y A 0
3 T 1
f(x)=tqg X = ol =
3.CS. (x)=tg A 0 > 7







