Haromszogek

Altaldnos haromszig

Al — silyvonal

| —a BC oldal felez6pontja

K —aBG, CJ és Al sulyvonalak metszéspontja
AK BK CK 2

KI  KG K] 1

Tétel: A haromszog barmely sulyvonala felezi a haromszdg
teriiletét. Azaz

1
Tppc = E * Tapi

AO - szogfelezd

O — a szogfelez6k metszéspontja, ami a haromszogbe irt kor
kozéppontja

0S = r — a beirt kor sugara

0S 1la

Derékszogii haromszog

a, b —befogdk, c —atfogd

' BD - stlyvonal: BD = ic
ax_ ¢ Pitagorasztétel:c> = a* + b?
) ™e N Magassag- és befogotételek:
. b R m.? =a. b,
5 b _' a’=c-a; b2 =c-b,

Thalész-tétel: Ha egy kor atmérdjének két végpontjat a kdrvonal barmely masik
pontjaval dsszekotjiik, akkor derékszogli haromszdget kapunk. Az atméré a derékszogii haromszog atfogoja.

D —a kor kézéppontja
CA — a kor atméroje

Thalész tételének a megforditasa is igaz: Egy derékszogli haromszog koré irt
kor kozéppontja mindig az atfogojanak felezopontja lesz. Az atfogd a kor
atmérdje.




A hiromszog teriilete

T—lb h
=5 b

1 .
T = Eab - sina
Héron képlete:

T = /pl —a)(p — b)(p — ¢), ahol

_a+b+c
P=7""

T = i—l:, ahol R — a koriilirt kor sugara
T = r - p, ahol r — a beirt kor sugara

Megjegyzés: A haromszog koré irt kor kozéppontja (O) az oldalfelezd
merdlegesek metszéspontja.

Téglalap, négyzet teriilete

Legyenek a téglalap oldalai a és b hosszusaguk. Akkor a téglalap teriilete
T=ab
Minthogy a négyzet téglalap, melynek oldalai egyenldk, ezért a négyzet teriilete

T =a?

Paralelogramma, rombusz teriilete

Legyenek a paralelogramma nem parhuzamos oldalai a és b hosszusaguk, az a oldalra bocsajtott magassag h,, az
oldalak altal bezart szog pedig a. AKKor a paralelogramma teriilete

T=a-h,
T = ab - sina
Mivel a rombusz olyan paralelogramma, melynek oldalai egyenldk, ezért a rombusz teriilete
T=a-h,
T = a? - sina
_didy

T — ahol d;, d, — a rombusz atloi

Trapéz teriilete

Legyenek a trapéz alapjai (parhuzamos oldalai) a és b hosszisagiiak, magassaga h. Akkor a trapéz teriilete

T_a+b b
T2

Ha m jeldli a trapéz kozépvonalat, akkor m = a:—b. igy

T=m-h




Kor Keriilete és teriilete

Az R sugaru kor keriilete

k = 2nR
Ha d jeloli a kor atmérdjét, akkor d=2R.
A kor teriilete

T = nR?

1. feladat: Az ABC haromszdgben Al sulyvonal, KI = 4 cm, CAl£ = 30°, az AColdal hossza pedig 20
cm (lasd az abrat). Mekkora az ABC haromszog teriilete?

Megoldas:

Mivel a sulyvonalak metszéspontja a K pont az Alstlyvonalat 2:1 aranyban osztja, igy

K1=§=A1=12cm.

Minthogy a haromszog stilyvonala a haromszoget két egyenld teriileti haromszdgre osztja, ezért elGszor
meghatarozzuk az ACI haromszog teriiletét.

1
Tarca =75 12-20-sin30° = 60 [cm?]

Akkor az ABC haromszog teriilete:

TABCA =2- TAICA =120 sz

2. feladat: Egy egységnyi teriiletii egyenld szara haromszog szarszoge 30°. Mekkora a szara, az
alapja és a magassaga?

Megoldas:

A feladat feltétele alapjan Tp = 1. A haromszog teriiletképletét felhasznalva kiszamithatd a haromszog
szaranak hossza, alapja és magassaga.

Egyrészt, mivel a haromszog egyenlo szara és a szarszog nem mas, mint az egyenld oldalak altal bezart

sz0g, igy bevezetve a szar hosszlisaganak jeldlésére az x-et,

1
TA=§-x-x- sin30° =



1—1x2 x =2
— o x2 = x =2,
4

Masrészt egyenlé szart haromszog 1évén az alapon fekvé szogek egyenldk és 75°-osak.

Jeldlje a haromszdg alapjat y. Akkor ujra alkalmazva a hadromszog teriiletképletét két ,,ismert” oldal
(szér és alap), valamint a koztiik 16v6 szog (75°) ismeretében, kapjuk, hogy

1 .
TA=E-2-y- sin75° =

1=1y-sin75° = y =~ 1,0353

Jeldlje a haromszog magassagat m. Ismerve, hogy a haromszog teriilete az egyik oldal és a ra bocsajtott
magassag szorzatanak fele, azt kapjuk, hogy

1 1
1=§-y-m=§-1,0353-m=>mz1,9319.

3. feladat: Egy rombusz atloinak aranya 5:12, keriilete 260 cm. Mekkorak a rombusz atloi és a rombusz
teriilete?

Megoldas:

Mivel a rombusz minden oldala egyenld hosszisagu, igy a keriilete az oldalanak 4-szerese. Tehat a
rombusz oldala 260: 4 = 65 [cm].

Legyenek a rombusz 4tldi 5x és 12x. A rombusz atloi merdlegesek €s felezik egymast, ezért azok 4
darab egybevagod derékszogli haromszogre osztjdk a rombuszt. Ezek mindegyikére igaz a Pitagorasz-

tétel, azaz

5+ (3 oo

2 2

Ekvivalens atalakitasokat végezve nyerjiik a

25x? + 144x? = 16900
egyenletet. Innen kapjuk, hogy

x? =100 = x = 10.
Akkor a rombusz atl6i 50 cm és 120 cm hosszuak.
A rombuszt alkot6 derékszogi haromszogek teriilete a befogok félszorzata. A haromszog befogoi pedig
az atlok felei, azaz 25 cm és 60 cm hosszaak.
Ty = % 2560 = 750 [cm?].

Akkor a rombusz teriilete

Trombusz = 4 Ty = 3000 [sz]

4. feladat: Egy kor alaka badoglemezbél, melynek 4 cm a sugara, a leheté legnagyobb teriiletii
szabalyos hatszoget szeretnénk kivagni. Mekkora a selejt badoglemez teriilete?

Megoldas:



A selejt badoglemez teriilete a korlap teriiletének és a hatszog teriiletének a kiilonbségével egyenld.
Tselejt = Tror — Thatszﬁg

Az 4bra is jol mutatja, hogy a hatszoget 6 egybevago, egyenként 60°-
os szarszoggel rendelkezd egyenld szart (ilyen szarszog mellett
egyenld oldalt) hdromszog alkotja. Ezért

E— —~F

Thatszbg =6- Théromszijg

A haromszog teriiletét a két oldala és az altaluk bezart szog
ismeretében szamitjuk ki:

Tharomszog = %'4 -4 - 5in60° = 4+/3[cm?].
fgy a hatszog teriilete
Thatszog = 6 - 4V3 ~ 41,56[cm?].
A korlap teriilete
Tkoriap = TR* = 161 ~ 50,24 [cm?].
Akkor a selejt teriilete

Tseteje =~ 8,67 [cm?].

5. feladat: Le szeretnénk parkettazni egy 15 m?2-es szobat. Hany darab 34,5 cm hosszi és 4 cm széles
parkettara van sziikség?

Megoldas:
Egy darab parketta lefed
T = 34,54 = 138 [cm?]
tertiletet.
Mivel 15m? = 150 000 cm?, ezért egy ilyen teriiletli szoba parkettazasahoz
150 000:138 =~ 1087
darab parketta kell.

6. feladat: Egy medence alapja olyan téglalap, melynek teriilete 7,75 m?, keriilete pedig 11,2 m.
Mekkora a medence hosszisaga és szélessége?

Megoldas:

Ha a téglalap keriilete 11,2 m, akkor az oldalai hosszanak Gsszege 5,6 m. Legyen a medence
hosszisaga a, szélessége b. Akkor

a=>5,6-—b.
Mivel a téglalap teriilete 7,75 m?, ezért
b(5,6 —b) =7,75.



A zarojel bontasa utan nyerjik a
—b?+5,6b—7,75=0
egyenletet.
Felhasznélva a masodfoku egyenlet megoldoképletét, kapjuk, hogy
b; = 3,1vagy b, = 2,5.
Ekkor a téglalap masik oldala
a, = 2,5vagy a, = 3,1.

Tehat a medence alapjanak méretei 2,5 m és 3,1 m.

7. feladat: Egy 7,8 m hosszisagl 1étrat ugy tamasztottak az épiilet falahoz, hogy a létra talajjal érintkez6
pontja az épiilettdl 3 m tavolsagra van. Milyen magasan van az épiilet falan a 1étra masik pontja?

Megoldas:

Az AC szakasz hosszat keressiik. Az ABC haromszog derékszogi, C
csucsu derékszoggel. A Pitagorasz- tételbdl adodik, hogy

AC? = 7,82 —3%2 =51,84.
Akkor AC = 7,2 m.

3m

8. feladat: Egy 25 cm sugart kor faronkb6l olyan gerendat szeretnénk
fiirészelni, melynek vastagsdga 15 cm és szélessége egy ilyen faronkbol kiflirészelhetd maximalis
szélességgel egyezik meg. Milyen széles a lehetd legszélesebb gerenda?

Megoldas:
A faronk atmérdje
A P AB=2-R=2-25=50[cm]
Az ABC derékszogii haromszogbdl a Pitagorasz-tétel segitségével a
5 o 50 em keresett szélesség kiszamithato:
BC? =50% — 152 = 2275 =
¢ B

BC =+2275 = 47,6 [cm]

9. feladat:Két gyarépiilet k6zo6tt anyagszallitashoz lejtOs csuszdat épitettek. Hatarozzuk meg a csuszda
hosszat, ha a gyarépiiletek tavolsaga 10 m és a cstiszda végeit 8 m, illetve 4 m magasan helyezték el!
Megoldas:

A feladatnak megfeleld abra jol mutatja, hogy a cstiszda hossza nem mas, mint egy derékszogii trapéz
hosszabbik szara (lasd az abran).



10m

A CED derékszogi haromszogbdl a cstiszda hossza a Pitagorasz-tétel alkalmazaséval meghatarozhato.
Minthogy CE = CA — AE = 8 — 4 = 4 [m], ezért

CD? = DE* + CE* > CD? =100 + 16 = 116.
Akkor €D =+/116 ~ 11 [m].

10. feladat: Az alabbi abra egy palastmarasi technologiat abrazol. Hatarozzuk meg az x szakasz hosszat,
haa = 8 mm,D = 100 mm!

Megoldas:

A Thalész-tétel alapjan a korben 1évé haromszog derékszogii. Ennek atfogojara, mely a kor atmérdje,
magassagot bocsajtottunk. Ez az x szakasz. A derékszogli haromszogre vonatkozd magassag-tétel
alapjan

x>=a(D —a) = x*=736
Tehat
x =~ 27 [mm].

11. feladat: Egy hazteté metszete egyenld szar(i haromszog, melynek alapja 8 m, az alapra bocsajtott
magassaga 3 m. A tet6 hossza 16 m (lasd az abran).

a)Hany m? cserép sziikséges a tetd befedéséhez?
b) Legfeljebb mekkora sugarti kdrablak helyezhet6 el a haromszogben?

c) Mekkora lesz egy ilyen ablak keriilete és teriilete?

A(ia

8




Megoldés:

a) Jeldlje a tetd ferde oldalanak hosszat (a haromszog szarat) x. Felhasznalva, hogy az egyenld szaru
haromszdg magassaga egyuttal sulyvonal is, illetve a Pitagorasz-tételt, azt kapjuk, hogy

x2=42+32=25=x=5[m]
Akkor a két tetdlap Osszteriilete
T=2-(16-5) = 160 [m?]
Tehat 160 [m?] cserép sziikséges a tetd befedéséhez.

b) A keresett kor a haromszogbe irt kor. A beirt kor sugara (1) és a haromszog teriilete (T) kozott fennall
a

T=p-r
egyenlOség, ahol p — a haromszog félkeriilete. A feladat feltétele szerint
8+2-5
p=—"o—=9[m]

A haromsz6g minden oldalanak ismeretében a teriilet Héron-képletének segitéségével kiszamithato:

T=49-(9-5)-(9-5) (9 —8)=V144 = 12 [m?]
Akkor a haromszogben elhelyezhetd korablak sugara

T 12 4 (m]
= - = = — = — .
r - r 3 =3 m
¢) Ennek az ablaknak a keriilete

Kisraptax = 2 - 5~ 8,37 [m]

a teriilete pedig

4 2
Trsrabiak =T (g) ~ 5,58 [m?]

12. feladat: Az abran egy fal egy része lathatdo. A FJG iv egy 1 m sugart koriv, a ABCD négyszog
téglalap. Az HF és GI szakaszok mer6legesek az HI szakaszra. HF = GI =2m, HI = 1,6 m, AB =
2,75 m. Szamitsuk ki az J pont tavolsagat az AD mennyezetig!



Megoldas:
Megszerkesztjiik az E kdzépponta, 1 m sugart kort. Akkor FE = JL =1m, FG = 1,6 m.

Feladatunk az NJ szakasz hosszanak meghatarozasa.
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Az FLE derékszogl haromszogben az FL = FZ—G = 0,8 m. Az LE befogot a Pitagorasz-tétel alapjan meg

tudjuk hatarozni:

LE =\ FE2—-FL? = LE=06m
Akkor
R=JE=JL+LE = JL=1-10,6 = 0,4 [m]
Minthogy AD = NK, ezért a keresett NJ szakasz hossza
NJ =NK —(JL + EK) = NJ = 2,75 — (2 4+ 0,4) = 0,35 [m]

13. feladat:Egy fiiggdleges tartoradra a talajtol 4 m magasan mozgasérzékel6t szereltek, a
hozzékapcsolt lampa 140°-o0s nyilasszogl forgaskupban vilagit fiiggdlegesen lefelé.

a)Milyen messze van a lampatol a legtavolabbi megvilagitott pont?

b)Megvilagitja-e az érzékeld lampaja azt a targyat, amelyik a talajon a tartoraid aljatol 15 m m tavolsagra
van?



C)A tartoradon méterenként kampodkat helyeztiink el, amelyekre fel tudjuk akasztani a mozgasérzékeld
lampajat. Alulrdl szdmitva hanyadik kampot hasznaljuk, ha azt akarjuk, hogy a vizszintes talajon ne
vilagitson meg a ldampa 100m?-nél nagyobb teriiletet?

Megoldas:

a) A BC szakasz hosszat keressiik. Mivel az ABC haromszog egyenld szar, ezért a CBE< = 70° (a
haromszég BE magassaga egyben szogfelezo és stlyvonal is). Akkor a BEC derékszogli haromszog
BC befogodja

4
=BC=——==11,7 .
Y cos70° [m]

b) A legtavolabbi megvilagitott pont a talajon a rud aljatol (E pont) a C pont lesz. Akkor a BEC
derékszogi haromszog EC befogoja

x=EC=4-tg70° = 11 [m].

Tehat az érzékeld lampaja azt a targyat, amelyik a talajon a tartorad aljatol 15 m tavolsadgra van mar
nem vilagitja meg.

¢) A lampa altal a vizszintes talajon megvilagitott teriilet egy E kdzépponti EJ sugart kor alaku teriilet.

-
-_——_ -

A feladat feltétele alapjan ennek a kdrnek a teriilete nem lehet nagyobb 100 m?2-nél. Akkor

100
mr? <100 =r< — = 5,65 [m].

A kérdéses kampo szamat a GE magassag adja meg, ami a GEJ derékszogli haromszog egyik befogodja.
A mésik befogéja pedig a kor sugara. Mivel a GEJA~BECA, ezérta EGJ £ = 70°.

Ekkor

E= £ = GE = 2,65
" tg700 " tg700

~ 2,05 [m].

Tehat az els6 vagy a masodik kampora kell akasztani az érzékel6t.



14. feladat:Egy négyzet és egy rombusz egyik oldala k6z6s, a k6zos oldal 13 cm hosszi. A négyzet és
a rombusz teriiletének az aranya 2:1.

a) Mekkora a rombusz magassaga?
b) Mekkordk a rombusz szogei?
¢) Milyen hosszu a rombusz hosszabbik atloja? A valaszt két tizedesjegyre kerekitve adja meg!

Megoldas:

Legyen a kdzos oldal a = 13 cm.

a) A négyzet teriilete
Tnégyzet = az,
a rombusz tertilete

Trombusz = @ Mg
A feladat feltétele alapjan

aZ

2
a-ma_I = m, = 6,5 [cm].

b) A CIE derékszogli haromszogbdl
sina = % = sina = 0,5= a = 30°,
Akkor a rombusz masik szoge
CDFz = 180° — 30° = 150°.
¢) Mivel a rombusz atloi merdlegesek egymasra és felezik a rombusz szdgeit, ezért a CDJ derékszogii
haromszogbol

C
cos15° =;] = (] = 13 cos15°.

Akkor a rombusz hosszabbik atloja

CF =2-C] ~ 25,11 [cm].



15. feladat:Kor alaku targyak atméréjének meghatarozasahoz az abran lathato tolomér6t hasznaljak. A
tolomér6 szarainak hossza s = 25 mm.

a) Hatarozzuk meg az atmér6 hosszat, ha a toloméré végpontjainak tavolsagal = 200 mm!

b) Hatarozzuk meg, hogyan fiigg a d atmér6 s-t6l és [-tol!

Megoldas:

a) Megszerkesztjiik a kor AD = AC = R sugarait, illetve a CD hurjat. A kor sugara felezi a BC hurt, igy
BE = EC = 100 mm.

Akkor az AEC derékszogli haromszogben alkalmazva a Pitagorasz-tételt
R? = (R — 25)%? + 1002

Felhasznilva, hogy (a — b)? = a? — 2ab + b? és rendezve az egyenletet, a kovetkezd, az adottal
ekvivalens egyenlethez jutunk:

50R = 10625 = R = 212,5 [mm].
Akkor a kor atmérdje

d = 2R = 425 [mm].



b) Amennyiben az s és [ szakaszok nem ismertek, akkor a kor atméréjét a kovetkezé modon tudjuk
megadni s és [ fiiggvényében: az AEC derékszogli haromszogben alkalmazva a Pitagorasz-tételt azt
kapjuk, hogy

2

R2=(R—s)2+(é) :

Rendezve az egyenletet kapjuk, hogy

IR _452+l2
s = YR
Innen
452 4 |2
R=—— = d=2R

8s



